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Einleitung

Eine besonders wichtige Rolle in der Theorie der unendlichdimen-—
sionalen quadratischen R&ume spielen "Wittsche S&atze". Sie befassen
sich mit den Verallgemeinerungen des klassischen Wittschen Satzes ([3],
Sy [51,81.11;[11]): Jede Isometrie TO: F > F zwischen zwei Teilriumen
eines endlichdimensionalen Raumes E kann zu einer Isometrie T: E ~> E
erweitert werden. Der Satz kann ohne Mihe fir unendlichdimensionales E
verallgemeinert werden, vorausgesetzt, dass die Teilrdume F endlich-
dimensional bleiben ([10], Theorem 5). Die Fortsetzung einer gegebenen
Isometrie zwischen unendlichdimensionalen Teilrdumen auf den ganzen Raum,

verlangt dagegen im allgemeinen so scharfe Voraussetzungen, dass es sinn-

voller und niitzlicher ist, das zugehdrige Kongruenzproblem zu studieren,

d.h. zu untersuchen, wann es lUberhaupt eine auf ganz E fortsetzbare
Isometrie zwischen zwel vorgegebenen Teilrdumen gibt. Man versucht also,
ein vollsté&ndiges System von orthogonalen Invarianten flir einen Teilraum
F zu finden, welches die Lage von F in E Dbis auf Isometrien von E
festlegt.

Eine grundlegende Bedeutung flir diese Untersuchungen hat die fol-
gende Kaplanskysche Vermutung gehabt (s. [10]): 1In einem abzdhlbardimen-
sionalen alternierenden Raum E Dbilden die Indices des von F erzeugten
orthostabilen Kaplanskyschen Verbandes (s. Diagramm 1 auf Seite L9) ein
vollstédndiges System von orthogonalen Invarianten fiir F . (Unter den
Indices versteht man die Dimensionen der Quotientenrdume der benachbar-
ten Elemente des Verbandes.) Eine Ldsung der Kaplanskyschen Vermutung
flir alternierende Réume findet sich in der bemerkenswerten Arbeit von H.
Gross ([8), Kap. IV, s. auch [6], Satz 4 oder [T7]).

Der Hauptsatz von Gross besagt: Jeder Verbandsisomorphismus
1: V>V zwischen zwei endlichen distributiven Verbinden von Teilriumen
von E , der die Indices erhdlt und mit dem Bilden der orthogonalen Kom-—

plemente vertauschbar ist, wird von einer Isometrie T: E -~ E induziert,



d.h. X =TX flr alle X € V . Der Satz gilt sogar flir gewisse un-
endliche vollsténdig distributive V .

Durch diesen Satz ist es mdglich geworden, Kongruenzprobleme in
vielen interessanten F&llen mit einem Schlage zu ldsen. Wieviel Erfolg
man aber mit diesen Verbandsmethoden hat, hingt sowohl vom Charakter des
zum Problem gehdrenden Verbandes (als auch von "arithmetischen'" Invarian-
ten des Raumes E ) ab: will man die Existenz von Isometrien beweisen,
welche gegebene Teilrdume aufeinander abbilden, so steht man im allge-
meinen vor der nicht zu bewdltigenden Aufgabe, den von den gegebenen
Réumen erzeugten orthostabilen Verband zu berechnen. Die Schwierigkeit
beruht auf der Tatsache, dass der Verband im allgemeinen unendlich und
nicht distributiv ist. (Eine bedeutsame Arbeit im Falle eines unend-
lichen Verbandes VU stellt [1] dar.)

Das Ziel unserer Arbeit ist es, eine Verbandsmethode einzufilihren,
durch die man das entstehende Konstruktionsproblem in vielen Féllen ohne
die Orthostabilitét des Verbandes 1&sen kann. Unter dem Konstruktions-
problem versteht man die Aufgabe, die gewlinschte Isometrie T: E - E
mittels einer rekursiven Konstruktion zu finden. Anstatt nach unend-
lichen orthostabilen Verbdnden zu suchen, reicht es namlich oft aus, die
Konstruktionsaufgabe flir ganz einfache endliche Verb&nde zu ldésen. Die-
sen wichtigen Vorteil erreicht man, wenn gewisse Indices des Verbandes
als endlich vorausgesetzt werden dlirfen.

Um uns auf die verbandstheoretischen Schwierigkeiten konzentrieren
zu koénnen, beschrénken wir uns auf alternierende R&ume.

Im ersten Teil der Arbeit wird unsere Verbandsmethode eingeflihrt.
Der zweite Teil besteht aus Anwendungen der neuen Methode. Bei den An-
wendungen wird auch die Technik studiert, mit der die nicht distributi-
ven Stellen des Verbandes bei der rekursiven Konstruktion {iberwunden wer-

den konnen.

1. Allgemeine Begriffe und Bezeichnungen

Wir betrachten einen Vektorraum E von abz&hlbarer Dimension {iber
dem kommutativen Kérper k (mit beliebiger Charakteristik), versehen
mit einer alternierenden, nicht ausgearteten Bilinearform &: E x E - k

(also @(x ,x) = 0 fiir alle x € E). Die Teilrdume von E werden mit
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der von ¢ induzierten Form versehen. Ist T ein Teilraum von E
(dies wird immer kurz mit c bezeichnet), so nennen wir den Raum

Ftoi= {x€EB | o(x,f) =0 fiir alle f € F} das Orthogonalkomplement

von F in E . Wir sagen, dass der Teilraum F nicht ausgeartet ist,

falls sein Radikal rad I := T N F'L gleich (0) ist (insbesondere gilt
also E'L = (0)). Liegt TF in F'L , 80 nennen wir F totalisotrop.

Weil Fll der Abschluss von T Dbezliglich der von ¢ induzierten

linearen Topologie o ist, nennen wir F abgeschlossen, falls F =

1l . . . . . C
F gilt. Liegt T 1in Gi , so sagen wir, dass die Teilrdume F und

G senkrecht aufeinander stehen und bezeichnen dies mit F L G . Stehen
in F ® G die Summanden senkrecht aufeinander, so schreiben wir kurz
r @l G .

Zwel alternierende Raume (E , ®) und (% ,%) sind isometrisch,
falls eine Isometrie T: (E, ) - (ﬁ ,@) , d.h. eine k-lineare Bijektion
T: B - ﬁ mit Q(H?x ,Ty) = &(x,y) fiir alle x,y in E existiert.

Eine beliebige Menge V von Teilrdumen von E wird durch die
Inklusion < auf natlirliche Weise teilweise geordnet. Enthdlt V fiir
Jjede Teilmenge {F,G} <V (das Supremum) F+G und (das Infimum)
NG, soheisst UV ein Vektorraumverband. Existieren Summen und
Durchschnitte in V sogar flir beliebige Teilmengen U wvon V , so ist

V ein vollsté&ndiger Verband. Der Verband aller linearen Teilriumen von

E ist vollstéindig und wird mit L(E) bezeichnet.
Sei V' Teilverband von UV ., TFallen flir jede Teilmenge U sup U
in V' mit sup U din V wund inf U in V' mit dinf U in V zusam-

men, so heisst V' ein vollstédndiger Teilverband von V . Alle in die-

ser Arbeit betrachteten Verbadnde sind vollsténdige Teilverbande von

L(E) . Jeder Vektorraumverband ist modular, d.h. die Bedingung

(F+G) NH=TF+GNH fir alle F,G und H von V mit FcH gilt.
Er heisst distributiv, falls die stérkere Bedingung (F+G) N H=F N H +
GNH flir alle F,G und H von V gilt. Im allgemeinen hat U die-

se Bigenschaft nicht, ist also nicht distributiv.

1

Bin Element A von V heisst orthostabil, falls A in V

liegt. Enthdlt U nur orthostabile Elemente, so heisst er ein ortho-

stabiler Verband. Der von der Familie {F] s see ,F&} erzeugte ortho-

stabile Verband ist der kleinste orthostabile Teilverband von L(E) ,

der {F} e ,Fk} enthdlt und wird mit VS(F1 y e ’Fk) bezeichnet.

(F1 , ++., ) bedeutet immer den kleinsten Verband, der

Das Symbol V+ "

,N



{F ,Fk} enthdlt. Sind innerhalb eines Kontextes keine Missver-

100
stdndnisse dariiber zu beflirchten, welcher Verband gemeint ist, so

schreiben wir Vn(F1 , «.. ,F ) oder oft einfach Vrl , wo die natiirliche

k
Zahl n die Kardinalit&dt der Menge U angibt.

Ein Element D von UV heisst (+)-irreduzibel, falls D =

A+B,A,B€ V nur dann gilt, wenn D =A oder D=B ., D€V heisst
(+#)-prim, falls Dc A+B,A,B € I/ nur dann gilt, wenn D < A oder
Dc B . Droht kein Missverst&ndnis, so sagen wir kurz irreduzibel und
prim. Ist D nicht irreduzibel, so heisst D reduzibel.

Ein Element D von U heisst kompakt, falls die folgende Bedin-
gung erfiillt ist: D c ) Ai flir eine beliebige Familie {Ai} in V
impliziert, dass D < A1 2 00C +Ah flir endlich viele Ai . Ein voll-
stédndiger Verband U ist algebraisch, falls jedes Element von U eine
Summe von kompakten Elementen ist. Der Verband L(E) 1ist offensicht-
lich algebraisch und folglich sind alle in dieser Arbeit betrachteten
Verb&énde als vollstdndige Teilverbinde von L(E) algebraisch (s. Lemma
Iv.h in [8]).

Hat ein Element D, € V die folgende Eigenschaft: D, <€ D wund

0 0
es gibt kein X € V mit D g X % D , so heilsst DO Vorgénger von D

und wird mit D bezeichnet? Offensichtlich hat jedes von (0) ver-
schiedene irreduzible Element D € ! einen eindeutigen Vorginger b .
Die Indices von ! sind die Dimensionen dim B/ A der benachbarten
Elemente von V .

Die Teilverbinde V wund V von L(E) sind isomorph, falls ein

Verbandsisomorphismus t: V =+ U existiert, d.h. eine Bijektion mit der

Bedingung tT(A) € 1(B) genau dann wenn A < B . In dierser Arbeit wird

jedes 1 1mmer die Indices erhalten, also indextreu vorausgesetzt sein.

2. Der Hauptsatz

In diesem Kapitel wird eine Verallgemeinerung des Satzes IV.1 von
[8] (s. auch Theorem 1 in [T7]) bewiesen, wobei die Voraussetzung der
Orthostabilitdt des Verbandes vermieden werden kann. Ferner wird der
Satz so formuliert, dass man auch auf die Distributivitdt des Verbandes
verzichten kann, wenn die nicht distributiven "Stellen" eine geeignete

Lage im Verband aufweisen.
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Definition 2.1. Seien V , V vollstdndige Teilverbdnde von

L(E) . FEin Verbandsisomorphismus 1: V + U heisst Orthoisomorphismus,

falls mit jedem orthostabilen A € V (und orthostabilen tA € V) auch
das Element T A (respektive A ) orthostabil ist und fiir jedes ortho-
stabile A €V gilt

oty = (ea)t
(insbesondere ist also mit T auch - Orthoisomorphismus) .

In dieser Arbeit wird jeder Orthoisomorphismus indextreu vorausge-
setzt sein.

Definition 2.2. Seien V , U wvollstdndige Teilverbinde von
L(E) und sei 1: V + VU ein Orthoisomorphismus. FEin Kandidat (oder
Teilisometrie) beziiglich T <st ein Tripel K= (W,T,W) , wo W wund
W endlichdimensionale Teilrédume von E sind und T: W+ W eine Iso-
metrie mit den folgenden Eigenschaften ist:

(k1) T(ANW) =1(A)NW firalle AE V.

(K2) n (W<+Ai) =W+N, o A, fiir etne beliebige Familie {Ai}

i€l €1
von U .
_(KS) Nier (w-+Ai) =WHN 1 A, fiir eine beliebige Familie {Ai}
von U .
Ein Kandidat KO = (wO > T ,ﬁb) heisst ein Unterkandidat von K ,
falls Wy cW, Wb cW und Ty =T |wO gelten. Wir sagen auch, dass
K eine Erweiterung von KO ist und bezeichnen dies mit K0 cK .

Definition 2.3. Sei 1: V>V ein Orthoisomorphismus
awischen Teilverbinden V , V< L(E) . Dann heisst t zuldssig, falls
eine Familie F wvon Kandidaten (beziiglich 1) existiert mit den folgen-
den Eigenschaften: F enthdlt (mindestens) einen Kandidaten K1 =
(w1 ,'1‘1 ,w1) derart, dass

(1) Fir alle (+)-irreduziblen nicht primen Elemente D € V! gibt
es einen Unterkandidaten KO = (wo ’TO ,ﬁb) VOn K1 mit D = D ® wO .

(2) Fiir alle nicht orthostabilen (+)-irreduziblen Elemente B € V
18t wenigstens eine der folgenden Bedingungen erfillt:

(2.1) BcW, ,

(2.2) B ist orthostabil und es gibt einen Unterkandidaten KO =
(wO ’TO ,ﬁb) von K1 mit B =l§ ® Wy

) = (1B)

(2.3) Bng und T, (B L
Notation. Wir werden oft die Bilder TA unter t: V »> V kurz

1 1
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mit A bezeichnen.

Satz 2.4 (der Hauptsatz). Set (E,®) ein nicht ausgearte—
ter alternierender Raum von abzihlbarer Dimension und seien V , U
vollstindige Teilverbinde von L(E) . Sei ferner t: V + U ein index—
treuer Orthoisomorphismus. Dafiir, dass 1 wvon einer Vektorraumisome-
trie T: E > E <ndusziert wird, ist hinreichend, dass die folgenden
Eigenschaften erfiillt sind:

(I) Die kompakten Elemente von ! sind Summen von den (+)-ir-—
reduziblen Elementen.

(II) =t <st zuldssig.

Bevor wir den Beweis des Satzes beginnen, machen wir die folgenden
Vorbereitungen:

Bemerkung 1. Ist A ein beliebiges Element von V , so gibt es

kompakte Elemente Ki eV, 1 €1, mit A= z Wegen der Be-

. K.
1€l 1
dingung (I) des Satzes kdnnen wir jedes K, als (endliche) Summe der

irreduziblen Elemente Dij schreiben:

Py
A = ) EDij, p; <@ .
i€I j=1
Wegen
P.
1
A‘L = n n Di.l
i€1 j=1 M

genigt es, die Orthostabilitédt nur fir die irreduziblen Elemente zu
betrachten.

Bemerkung 2. Erfiillt ein Element B die Bedingung (2) in Defi-
nition 2.3, so nennen wir es guasistabil1); ein nicht primes Element,
das die Bedingung (1) in Definition 2.3 erfiillt, wird quasiprim genannt.
Wir sagen auch, dass die irreduziblen Elemente mit (1) und (2) vom er-
laubten Typ sind. Der Hinweis auf F (oder KO s K1 ) wird dabei mei-
stens unterdriickt. Ebenso nennen wir einen Verband V < L(E) , dessen
nicht stabile Elemente alle vom erlaubten Typ sind, kurz quasistabil.

Lemma 2.5. Set K1 der in Definition 2.3 erwihnte Kandidat

und K := (W, T ,W) eine beliebige Erweiterung von K1 . Dann gilt

1)

In Tabellen werden wir quasistabile Elemente kurz mit dem

Symbol (q) wund quasiprime Elemente mit (qq) bezeichnen.
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(11) pwon Aty = Wi, fiir alle AEV .

Beweis des Lemmas. Nach Bemerkung 1 geniigt es zu zeigen, dass (L1)
flir alle irreduziblen Elemente A von U gilt.

Ist A orthostabil, so folgt die Behauptung sofort aus der Defi-
nition 2.2, weil A’L ein Element von U ist. Sei also A nicht ortho-
stabil.

Ist die Voraussetzung (2.1) oder (2.2) in Definition 2.3 erfiillt,
so gibt es einen Unterkandidaten K. = (WO ’TO ,W.) von K derart,

0 0

<« . < N <« <«
dass A=A 8 wo mit A orthostabil oder A < W1 . Ist Ac w1 R

P
ist (L1) trivialerweise erfiillt, und ist A stabil, so schliessen wir

SO

wie im orthostabilen Fall, dass

(W n AT = T(wnﬁlnwnwo

gilt.
Ist die Voraussetzung (2.3) in Definition 2.3 erfiillt, dann folgt

(L1) aus der Beziehung

1

(W NA) = T(A) = .

= Wn
Lemma 2.6. Sei K= (W,T,W) ein Kandidat. Dann gilt

aim( (A N wl)/(A n (w+AO) n wl))

= ain((E 0 W) /(A0 (W@+R) n W)
fir alle Ay, A€V mit Ay c A
Beweis. Wir werden die Dimensionen in sechs Etappen (wie in [8],

Seiten 115-116) am folgenden Diagramm berechnen:



A
(1)
AN W
(5) (8)
(6)
(w+AO) nAa
(3)
AO(W+AO)HW'L (2)
&)
0
(1°) Weil
dim((Anfwlﬁ /WL) < dim(E /Wl) = dim(W) < oo

2

und weil W- abgeschlossen ist, gilt wegen der Modularitét

dim(A/A N wl) dim((A+W'L) /wl) = dim(w'LL/(A+W'L)'L)

aim(W /W N AL) .

Nach Lemmo 2.5 ict

.y et B

dlm(W/WﬂA—L) = dim(W/W N A")
Gehen wir in der umgekehrten Richtung zurlick, so bekommen wir die Glei-
chung

)

(1) dim(A/ANW = ain(A/3 0 W) , fiir alle A€ V .

(2°) Weil (W,T,W) ein Kandidat ist, gilt

(2) dim(((AO+w)nA)/AO) = dim((WﬂA+AO)/AO)
= aim((W N A)/ (WNAay) = dim((WnK)/(WnKO))

dim((W N A+A)) /Ay = din(((Ay+W) N A)/A)
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(30) Wie in (1°) schliessen wir die folgenden Gleichungen:

(3) dim(((W+AO)ﬂA)/((w+AO)ﬂAﬂwl))

= dim(((w+AO)ﬂA+W'L)/WJ') = dim((AO+wnA+WJ')/wJ')

1L 1 1

= dim(W— /(A +W +W N A))

0
= dim(W/ ((W N A
= dim(W/ ((Wn A

= dim(((W+KO) NA)/(W+Aa)NANW

(ho) Weil 1 indextreu ist, erhalten wir nach (2):

(%) dim(A/((w+AO) na) = dim(A/AO) - dim(((w+AO) nAa) /AO)
= din(A/Ay) - aim(((W+A)) 0 &) /A)

= aim(a/ ((wJO) n A))

%)

(5 Nach den Gleichungen (3) und (4) folgt also

(5) dim(A/((w+AO) nan w"‘))

dim(A / ((w+AO) na) - dim(((w+AO) n A)/((W+AO) nAaAnN wJ‘))

) N E)) = ain(((W+3) 0 &) / ((W+A ) n & n i)

= ... = ain(A/((W+E) NENW)) .

|

dim(A / ((w+

It

0

(6°) Nach der Substraktion gilt wegen (1) und (5) schliesslich

(L1):

(6) dim((Aan')/((w+AO)ﬂAﬂwl))
= dim(A/((w+AO) nARN wl)) - dim(A/ (A N wl))
= ain(A/((W+2) N & nwh)) - ain(a/ (& n W)
= .. = dim((KnVH')/((ﬁ+KO)nKnﬁl)).

Beweis des Satzes 2.4. Wir beginnen mit K1 und werden rekursiv

eine Kette K, K, =K, = ... von Kandidaten K. = (W. ,T. ,ﬁ.)
1= 2= - 1 1 1 1

3 —
(i € W) so konstruieren, dass U wi und U wi mit ganz FE zusammen-
fallen. Durch diese rekursive Konstruktion wird eine Isometrie

T: E > E mit den gewlinschten Eigenschaften geliefert. Wir kdnnen an-
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nehmen, dass wir schon die Kandidaten K1 ,K2  OoC ’Kp konstruiert
haben. Um den nichsten Schritt auszuflihren, bezeichnen wir kurz W :=
W , W:=W_ und T :=T .

p p p

Wir haben also das folgende Konstruktionsproblem zu l1ldsen: Flr

einen gegebenen Vektor x € E ~ W haben wir einen solchen Vektor x €
ENW =zu finden, dass T sich zu einer Isometrie T1: We(x)>We (x
erwveitern 14sst. Weiterhin soll (W & (x) ,T1 ;W ® (x)) eine Erweite-

rung von (W, T ,W) sein. Wir definieren den Filter
M o= Mx,W) := {z€V|xew+z} .

Als ein Filter des vollstdndigen Verbandes V ist M ein Hauptfilter.
Sei D :=0D(x,W) der Erzeuger von M . D 1ist ein kompaktes Element
von U .

Wir flhren die Konstruktion zuerst in dem Fall durch, dass 0 ir-
reduzibel ist (Fall (A)). Die Konstruktion l&sst sich danach leicht fiir
den allgemeinen Fall (Fall (B)) erweitern. Dies beruht auf der Tatsache,
dass D nach der Voraussetzung (I) eine endliche Summe von irreduziblen
Elementen ist.

Fall (A). Sei D ein irreduzibles Element von . Nach der Wahl
von K1 wird kein von den nicht primen irreduziblen Elementen den Filter
M erzeugen, also ist D prim. Ferner ist D verschieden von seinem

Vorganger
b= lieev]zgo},

und wegen x € W+D konnen wir annehmen, dass x in D 1liegt.

Um den Kandidaten (W, T,W) zu einem Kandidaten (W1 > T, ,W1)

mit W1 =W ® (x) und W& =W ® (x) zu erweitern, haben wir also einen
<

Vektor x in E zu finden mit x € D ~ (W+D) . Offensichtlich muss

D der Erzeuger des Filters M(x,W) sein. Zerlegen wir W in

Wo=wnoter mit F o= (£.)°_.,
171=1
so kdnnen wir nach Lemma 2.5 W in
= = =l . n
W = wnD @ T(F) mit T(F) = (Tfi)i=1

aufspalten. Wegen der Beziehung ﬁi N T(F) = (0) gibt es nach dem Lemma
von Kaplansky (s. [8], Lemma I.8 oder [10], Lemma 5) einen Vektor y' € )
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derart, dass

fir alle i =1, ...,n , und somit

oly' , W) = o(x,W)
gilt.
_ =
Liegt y' in D ~ (D+W) , so kdnnen wir offenbar x auf y' ab-
bilden und W1 =W e (x), WA =W @ (y') definieren.
= — — nad
Sei jetzt aber y' € (D+W) , also y' = do * W fiir ein dO €D
und ein w€ WND . Wir spalten jetzt W in
P
= = =1 = . - — \T
= G t = L)
W WnoD e mit G = (g;);_,

<
Unabhingig davon, ob D orthostabil ist oder nicht, k&énnen wir wieder

nach Lemma 2.5 wie folgt schliessen:

o= wnbdte ' (3) mit T ' (G) = ('r_1Ei)1£=1
Es gibt also einen Vektor d in D mit
d)(d,'I‘~1Ei) = q>(50 v e;) s fiir alle 1 =1, , T
Wegen
O(-x+d+T "w,W) = —o(x,W) +o(d+w, W)
= —o(y' ,W)+0(y' ,W) = 0
steht der Vektor Xq = —x-+d-FT_1;_ senkrecht auf W . Ferner, wegen

X, g w+d gilt die Ungleichung
ain((0 n wh) /(@ nwh) n Drw))) + o
— — < _
Nach Lemma 2.6 gibt es einen Vektor 0 % t € D N T~ (D+W) . Es gilt

dytee W) = ey, = elx,w)

so dass wir T zu einer Isometrie T1: W (x) W6 (x) erweitern
koénnen indem wir x auf x := y'+t abbilden.

Wir beweisen als nichstes, dass K1 := (w1 ,’I‘1 ,W}) ein Kandidat
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ist. Fiir den Beweis von (K1) sei A ein beliebiges Element von U .
Weil D der Erzeuger von M(x , W) ist, kénnen wir wie folgt argumentie-
ren: Im Falle D c A gilt x € ﬁ-g A und somit T1(w1 na)=
T1((WHA)®(X)) NA . ImFalle DEA gilt DA

und deshalb T (W, N A) = T,(WNA)=WN K=W1 NA. Also ist (K1)

n
=
oD
o=
(<]
B

n
=

erfillt.

Der Beweis von (K2) fordert auch zwei Etappen. Sei {Ai}iEI eine
beliebige Familie von Elementen von U .

Nehmen wir zuerst an, dass Ai flir alle 1 in M 1liegt, so gilt

auch Ki €M fir alle i , und somit

n (w1+A.) = N (w+Ai) = W+ N OA = W+ NA
i€T * i€T i€T i€T

Dieselbe Argumentation l&sst sich auch flir die Familie {Ki} wiederholen.
Wir nehmen Jjetzt an, dass es wenigstens ein k € I gibt mit

Ak ¢ M. Es ist hinreichend, die Inklusion

N (W +A;) < W+ N A
i€1 i€1

zu beweisen, da die umgekehrte Inklusion trivial ist. Sei d =

Ww.+A.x+a. ein beliebiger Vektor von 0N._., {WT-fA: !A; EV,A ¢ M} .
Ware jetzt Aj * Ak fiir ein J , dann wlirde aus der Gleichung O =

- W. -A.)x +
(wk WJ) + (Ak XJ)Y ay,

Das ist aber unmdglich, weil (D) ein Primfilter ist und weder Ak

- ey folgen, dass x in W-+(Ak-+Aj) liegt.

noch Aj in M liegt. Also gilt

a-A x € N {(w+Ai)|Ai€U,Ai¢M}
1€1

w+ n {A €V ]| A ¢M]
ier *

und hiermit auch

a € w+n {a €ev]a ¢M}
1. 1 1
1€1
Dic Kongtruktion ist fertig im Fellc cincs irrcduziblen D .
Fall (B). Sei D ein reduzibles Element von U . Aus der Voraus-—
setzung (I) folgt, dass D = 01-+02-+... +Dn eine Summe von endlich-
vielen irreduziblen Elementen Di € UV ist. Diese Summe kdnnen wir ir-

redundant annehmen, also
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D # D1+...+Dk_1+Dk+1+...+Dn

flir alle k ., Wir zerlegen x 1in x = Xyt e +xn mit X € Di und

definieren 011 := D(x1 ,W) . Aus den offensichtlichen Beziehungen

911 c 01 und 011
011 +Dg-+...-+9n = 01-+... +Dn , aus der Modularitdt die Gleichung
91 = 01 n (D11+02+"'+Dn) = D11+D1 n (02+...+Dn) , und aus der

Irreduzibilitét von 91 folgt 01 = 011 . Dies besagt, dass D(x1 , W)

irreduzibel ist, sodass wir (W, T, W) zu (w1 > T, ,ﬁA) erwveitern koén-
nen indem wir W1 =W e (x1) nach Fall (A) finden. Wiederholen wir die
Argumentation, so sehen wir dass D(xj ,wj_1) = Dj flir alle 1 < j <n
gilt. Die Konstruktionsaufgabe wird geldst, wenn wir den Prozess von

+02+ +Dn € M(x ,W) folgt die Gleichung

Fall (A) n Mal wiederholen.

Der Hauptsatz ist bewiesen.

3. Anwendungen

3.1. Yorbemerkungen

Durch den eben bewiesenen Hauptsatz ist es mdglich geworden, die
Existenz von gewlinschten Isometrien in vielen Fallen zu beweisen, ohne
dass man den zu Problem gehdrenden orthostabilen Verband kennt. Dieses
Kapitel besteht aus einigen solchen Anwendungen. Es ist praktisch, die
folgenden Lemmata zu benutzen.

Lemma 3.1. Seiten V wund V zwei zu einem Konstruktionsproblem
gehorende Verbinde mit dem indextreuen Orthoisomorphismus t: V ~ U .
Ferner seien Xi c Yi , 1=1,...,n, benachbarte Elemente von VU
mit den folgenden Eigenschaften:

(1) dimY./Xi<°°, i=1,...,n,

i
(2) Y. =X, ®A , i=1,...,n,
(3) Ai n (®j¢i Aj) = (0) . B B B
Hinreichend dafiir, dass Supplemente A, wvon X, in Yoo, i=1,...,n,
mit einer Isometrie
n n
y: 8 A > ® &
1=1 1=1

existieren ist, dass VU ein Element V mit den folgenden Eigenschaften
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enthdlt:
- m e
(4) ven, . X ,
(5) Tan (2?21 Ei) = (0) fir beliebige Supplemente K, won
in r.

Beweis. Seien Ai* , 1=1,...,n , beliebige "provisorische"

Supplemente von i& in Yi und seien

Pi L
= * = !
By (833 )=y A (a5 =
fir 1i=1,...,n . Zuerst definieren wir eine Isometrie

indem wir ay auf a4 Pag, abbilden. Falls

)

' —-—
o (a ,a. ) @(a12 > 84,

J + (g

aq) @ (

gilt, so lésst sich ¢1 zZu we: (a11) ® (a12 2,

1 .= 1
indem a12 auf a12 $ a12

1
#12
dingung (5) fiir beliebige Supplemente Ki* von X, in Y, erflillt,

Vektor

gibt es nach dem Lemma von Kaplansky (S. [8], Lemma I.8) einen Vekto
X5 €V mt

- - 1
122 81q) 2(a,,8y) —oa,' 5a

d(x

v 1 — 1
Ferner, wegen x12 €EVc X1 , liegt der Vektor a12 : a12

einem Supplement von f1 in ?1 und {a11 > 845

n .
X12 in

Die Abbildung ¢1 wird zu einer Isometrie wzz (a11) ® (a12) - (E::) ®
(a12) erweitert indem 8, suf a,, abgebildet wird. Wir wiederholen
den Prozess P, Mal und definieren

= Dy

By w= lagdeoq b

das mit A1 isometrisch ist.

Um den allgemeinen Schritt darzustellen schreiben wir

/1"—1 \ S
S Sy R

und setzen voraus, dass wir schon die Supplemente Ki TR I T

und die Vektoren 8. s J=1,...,s mit einer Isometrie

3

X.

i

il

) erweitern
abgebildet wird. Andernfalls haben wir den

zu korrigieren. Weil das Element V = t(V) auch die Be-

a,.} 1dist linear unabhingig.
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bt A > (8A) 8 (8 (a ) = A
(t := dim A = p1 + ... +pI__1 +s ) gefunden haben. Gilt nun

]
®(ars+1 A # (I)(ars+1 LA)

so kénnen wir wieder einen Korrekturvektor x € Vc X mit

rs+1 r
= [} - 1 N
¢(er+1 s A) (ars+1 s A) Q(ars+1 > 4)
finden und danach a auf a 1= g 't x abbilden. Auf
rs+1 rs+i rs+1 rs+1
diese Weise wird wt zu einer Isometrie wt+1 erweitert.

Wir wiederholen den Prozess, bis die gewlinschte Isometrie kon-—
struiert ist. Man bemerke, dass wir wirklich die Bedingung (5) fiir
beliebige Supplemente Ki* fordern miissen, weil wir w#hrend des Pro-
zesses immer nach dem Korrektur ein reduziertes Supplement modulo V
haben.

Im folgenden kommen wir oft in die Lage, explizite Supplemente A.l
von R&umen Xi in entsprechenden Oberrdumen Yi einzufiihren. Wir haben
dabei oft die im obigen Lemma beschriebene Situation.

Wir werden oft stillschweigend das folgende triviale Lemma benut-
zen.

Lemma 3.2. Zwetl endlichdimensionale alternierende Raume sind
genau dann isometrisch, wenn ithre Radikale die gleichen Dimensionen
haben.

3.2. Uber geschachtelte Paare (F ,G)

In diesem Kapitel betrachten wir geschachtelte Paare Gc FcE ,

Gc Fck und fragen nach Isometrien T: E > E mit T(F) = F und

In

T(G) = G . Um unsere Verbandsmethode mit zuldssigem Orthoisomorphismus
darzustellen, beginnen wir mit dem trivialen Fall eines endlichdimensio-
nalen G .

Wir berechnen zuerst den von F erzeugten Kaplanskyschen Verband
V1h(F) in Diagramm 1 (Seite 49) (s. auch [6], S. 147 oder [10], S. 11).
Durch die Indices des Verbandes V1h wird die Bahn von F charakteri-
siert.

Um das System orthogonaler Invarianten des Paares (F ,G) zu be-—

stimmen, haben wir einen zu diesen Voraussetzungen assoziierten Teilver-
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band Vn von VS(F ,G) zu finden. Beim Suchen eines solchen Verbandes
ist es oft praktisch, einen "Algorihtmus" von folgender Art zu benutzen:
Wir beginnen mit einem geeigneten Verband V(F) , V(G) oder V(F,G)
(oben mit dem Kaplanskyschen Verband) und setzen voraus, dass wir gleich-
zeitig den entsprechenden Verband mit Balken (d.h. V(F) , V(e) oder
U(?';E) haben. In jedem Schritt testen wir die irreduziblen Elemente
des Verbandes. Das gestellte Problem wird geldst, falls wir schliess-—
lich einen orthostabilen oder quasistabilen Teilverband Vk(F ,G) c

Vs( EngET o
Orthoisomorphismus t: V (F,G) - Vk(F ,G) vom erlaubten Typ sind. Fiir

k
diesen Verband hat dann die Abbildungsaufgabe (oder Konstruktionsaufgabe)

F,G) haben, dessen irreduziblen Elemente beziliglich eines zuldssigen

eine Ldsung, d.h. eine den Orthoisomorphismus 1 erzeugende Isometrie
T: E > E 1l&sst sich definieren.

Im obigen Fall fligen wir zuerst in den Kaplanskyschen Verband
VTM(F) das Element G =zu, und erhalten danach den Verband V20(F , G)
in Diagramm 2 auf Seite 49. Setzen wir also G endlichdimensional vor-
aus, so kdnnen wir die Abbildungsaufgabe bereits flir diesen Verband

1dsen, wenn wir die offensichtlich notwendige Bedingung

gimenct = aimGnat
stellen. (Man betone, dass also rad G nicht notwendigerweise ein
Element des Verbandes sein muss.) Wegen Lemma 3.2 gibt es némlich dann

einen Kandidaten (G, T,,G) , sodass G und G N F-  vom erlaubten Typ

s
(gemiss Definition 2.3)1sind.

Wir haben als nichstes einige hinreichende Bedingungen flir F und
G eingefiihrt, dafiir dass eine Isometrie T: E + E mit T(F) = F und
T(G) = G existiere.

Satz 3.3. Es gelte

GcF = F CcE und GecF = ﬁil cE ;

ferner sei mindestens eine der folgenden sechs Bedingungen erfiillt:

(4) dim((G+F n GL)J'L/ (G+F N FJ‘)J‘L) < w

(d.n aim((ctn Farh /et n (Fach)h)) < )

und (Fr+encht ¢ Fracttact,
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(B) aim(Fr+rn e/ 7 ectndhY) < =
(d.h. aim((F n (GJ'L n Gl)l) /(Fn (Fn G'L)J')) < )
und (Fl+-G n G'L)‘L'L c FL+G‘L'L n G'L ,

(c) ain((FF+F n Gl)“/ (FL+G nehth) < e
(d.n. aim((Fn (anchh/(rn (rnchl)) < «),

(D) gin((F A ¢) /(FnFY)) < = wnd

ain((F n ¢ /raa(F n 6¢5)) = aim((F n G5) /raa(F n G0)) ,
(E) dim{ (F n G‘L) / (GJ'J' n GJ')) < o« und

ain((F n ¢Y) /raa(r n ob)) = aim((F n GY) / rad(F n &) ,
(F) FJ'+G‘L'L ist abgeschlossen

und entsprechende Bedingungen (A),...,(F). Dann reprisentieren die Dia-
gramme V2h7 (Fall (A), auf Seite 50), V239 (Fall (B), auf Seite 51),
V228 (Fall (C), auf Seite 52), V58 (Fall (D), auf Seite 53), V
(Fall (E), auf Seite 54), und V121
bdnde von VS(F , G) (wir sprechen in jedem Fall vom "assoziierten Ver-
band") .

Hat in einem der Fille der assoziierte Verband V dieselben (ent-

110
(Fall (F), auf Seite 55) Teilver-

sprechenden) Indices wie der zum Paar (F ,G) gehdrige entsprechende
Verband V , dann existiert in diesem Fall sogar ein zuldssiger Ortho-
isomorphismus t: UV » U . Insbesondere bilden also in jedem der sechs
Fille (A), (B), (C), (D), (E), und (F) die (endlich vielen) Indices des
zugehdrigen assoziierten Verbandes ein vollstdndiges System orthogonaler
Invarianten des Paares F ,G 1in E modulo der orthogonalen Gruppe von
E .

Beweis. Wir gebrauchen die folgenden Bezeichnungen

= ¢tagt,

= ¢tnrt,

PO,
- anat,
- anw,
1L

= PN (F“L+S) ,

c 4 n °» o
fl
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3

PG

(Fnoht = v,
v N (FJ'+P
PN (R+8)

I

N o=} <
I

Fall (A). Sei die Voraussetzung (A) erfiillt, es gelte also
gim((ct nEH /et nx)) < =

Um die rekursive Konstruktion flir den assoziierten Verband U2h

7

(s. Diagramm 3 (A), auf Seite 50) durchzufiihren, schreiben wir

(F+x)nGl = (FﬂGl+XnGJ')®A1 ,
Gln\(l = (F+X)ﬂGJ'(BA2,

i , L
Fn(G+X)=(hn<,+rnx)@A3,
GLDRJ'=GLDYL®AM,
(F+GJ')ﬂX = (an+(}lnx)®A5

Wegen der Bedingung
T N
[ . = {0
\ioq 1)/

kdnnen wir nach Lemma 3.1 solche Supplemente Ai fir die entsprechenden

Réumen in UV finden, dass eine Isometrie

L L

v ® A, > ® A.
O . 1 . n
1=1 1=1

existiert. Wegen der Bedingung
5
s
(FﬂX+G'LﬂX) n( ® A.\ = (0)
R
1=1
kénnen wir ferner das Supplement Kg so definieren, dass wo sich zu

einer Isometrie

A,
1

=
I @ W
o=
4
@ \W

1 i=1

erweitern lisst (die Basisvektoren eines Supplements AS* werden mit

1 .. . . .
Vektoren von F N X+G N X korrigiert wie beim Beweis des Lemmas 3.1).

Wir wahlen fir die rekursive Konstruktion
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. 1 .
1=1 1=

5 5
K 1= / ® A., , & A. \
\ Vo 204

zum ersten Kandidaten. Die irreduziblen Elemente von werden in

V2u7
der Tabelle 1 (A) auf Seite 56 betrachtet. Die Elemente 17 , 38 , 40
und 41 werden wie folgt diskutiert: 17l = X+)<I‘L , weil Xl endliche
Codimension in X-er hat; MOL = Xl-fF N X , weil F N X endliche
Codimension in XL-FF N X hat; analogerweise gilt nt = XL-FGL nx.,
und schliesslich 38l =R+U , das als V N (ITL-FS)'L'L abgeschlossen ist.

Die nicht orthostabilen irreduziblen Elemente L2 -U46 sind nach
der Wahl von K1 quasistabil (q), und die Elemente 42 , L5 und L6
sind quasiprim und quasistabil (qq). Die Konstruktion im Fall (A) lé&sst
sich also nach Satz 2.4 durchfiihren.

Fall (B). Sei die Bedingung (B) erfiillt, es gelte also

ain((Fn ph)/(Fnx) < w und (Fh+g)tt c e p

Das Berechnen des geforderten Verbandes geht &hnlich wie im Fall
(A); Jjetzt brauchen wir das Element (F N Pl)l = (FlFPP)ll nicht mit-
zunehmen, aber die Stabilit&t von Gi n Rl muss untersucht werden. Der

Verband V? (s. Diagramm 3 (B), auf Seite 51) ist hinreichend fiir die

39
Konstruktion in Fall (B).

Wir flhren jetzt die folgenden Bezeichnungen ein

11

M = VN (G+R) ,

(F+X)nGl = (Fn(#+x11Gl)@A1,
Fn(&wx) =(FDGL+FHX)@A25
ravt = Fo (Gl4-X) 8 As

rnrt = rovte A,

(F+Gl)ﬂX = (FNX+ctnx) + A

Wie im Fall (A) schliessen wir, dass es fiir die entsprechenden Riume in

UV solche Supplemente Ki gibt, dass eine Isometrie
5 5
v: ® A. + @ A
. i . i

1=1 1=1

sich definieren léasst. Wir wadhlen wieder

5 5
K, = ( ® A LU, ® A.> )
i=1 i=1 *
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Die Tabelle 1 (B) auf Seite 56 dient als Diskussion der irreduziblen Ele-
mente von V239 und besagt, dass die Konstruktion im Fall (B) méglich

ist.

Fall (C). Die Bedingung (C) bedeutet die Ungleichung
. 1
dim((F N S87)/(FNX)) < o,

Wir betrachten den Verband U228 in Diagramm 3 (C), auf Seite 52.

Wir definieren die Supplemente A . ,A5 genau wie in Fall (B) und

et
schreiben noch

FN S'L = FN Pl ® A6 .
. . . 0 = =l .
Es gibt wieder eilne analoge Zerlegung fur F N S und eine Isome-

trie

(vgl. Fall (B)), sodass
[ 6 6
S WA L N Ai>
als erster Kandidat geeignet ist. Die irreduziblen Elemente des Ver-
bandes V228 finden sich in Tabelle 1 (C) auf Seite 56.
Fall (D). Mit der Bedingung (D) gelten

dim(V/R) < o und aim(v/rad V) = dim(V/rad V).

Hiermit sind die Elemente Fl-+P ,Fl*+S ,P+R,R+S und Q+S abge-
schlossen.
Flir die Abbildungsaufgabe des assoziierten Verbandes V in Dia-

58

gramm 3 (D), auf Seite 53, schreiben wir jetzt

5 = T®A ,
P = (Q+S)®A2 s

VN (G+R)T = (PeR) @ 4, ,
vV o= Vﬂ(G+R)LL®Au ,

und ebenso mit Balken. Wegen

vbo= (Freo)t 5 (err)t
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liegt VN (G+R)’Ll in rad V . Es gibt also eine Isometrie ¢:

rad V- rad V , die AL ® A, 8 A3 auf KH ® Xé ® A3 abbildet (man be-

merke, dass der Raum rad V nicht notwendigerweise ein Element von

v

sein muss). Ferner ldsst sich diese Abbildung zu einer Isometrie
i Lo
p: 8 A -~ 6 A
=1 i=1

228

erweitern, wodurch der erste Kandidat K1 definiert wird. Die Betrach-
tung der irreduziblen Elemente in Tabelle 1 (D) auf Seite 56 zeigt, dass
die Konstruktion in Fall (D) mdglich ist.

Fall (E). Mit der Bedingung (E) gelten

dimV/P < o und AimV/rad V = dim V/rad V »

also sind die Elemente Gll-FR und P+R abgeschlossen.

Wir fiihren die Konstruktion fiir den Verband V11 (s. Diagramm

0
3 (E), auf Seite 54) durch. Seien

R = Q&a ,

N = (R+U)@A2,
Y = (P+N)©A3,
Vo= Y84,

und genauso mit den Balken. Weil Y in V N Vl liegt, impliziert eine

analoge Betrachtung wie im Fall (D) die Existenz einer Isometrie

)4 po—
Y ® A. > ® A.

. 1 . 1

1=1 1=1

=

Die Tabelle {1 (E) auf Seite 56 besagt, dass wir

K --/gA ;X\*
g i’w,i=1 i)

zum ersten Kandidaten wihlen konnen.

Fall (F). Sei FJ’+G'L'L abgeschlossen, also gelte v'L = Fl‘*Gll .
Hiermit sind auch Gll-FR ,Fl-FP und P+R abgeschlossen.

Der orthostabile Verband VS(F ,G) 1ist distributiv und sieht aus
wie Diagramm 3 (F) auf Seite 55. Die Behauptung folgt sofort aus Satz
2.4,

Der Satz 3.3 ist damit bewiesen.
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Bemerkung. Flihrt man die verbandstheoretischen Rechnungen, die zu
v und V filhren durch, so kommt man zur Vermutung, dass die Be-
okt 239 ||
dingung (F" +8)7 < F +P in diesen Féllen "nur" als beweistechnische
Hilfe dient. Um den Satz ohne diese Bedingungen zu beweisen, hitte man

jedoch den von den Ketten

erzeugten Teilverband in jenen F&llen zu berechnen und "einzubauen".
Der ganze Verband, und somit auch die Betrachtungen der entstehenden
irreduziblen Elemente, wlirden aber kompliziert werden.

Unten werden (R1) und (R2) die folgenden Bedingungen (fiir gegebene
paare (F,G), (§>,E)) bedeuten:
)

(R1) aim((F n ¢5) /rad(F n ¢5) = aim((F n GY) /raa(F n GY)) ,

o G'L))

= ain(FL n ) /raa® 0 ) .

(R2) dim((F'LL n C-'L) / rad(F

Satz 3.4. Es gelten

G = G'L'L c F ¢ E

E'LL

|

s c F c E;

ferner sei wenigstens eine der folgenden Voraussetzungen (sowie die ent-

sprechende Voraussetaung iiber V) erfiillt:

(4) gim((Fnchy/(Fnm+anch)) < =

(c+rOt < (a+ah) n (reFh)

Gd—GL ist abgeschlossen und (R1) gilt,
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1

(B) gim((Fnch)y/(FaFh)) < o,

(c+r)Y < (a+ch) n (FeY) , wnd (R1) gile,

Loach/, oM netn 7reg) < o,

n it c F+FL, FN ot ist totalisotrop,

(c) dim((F

(G-i-F'L'L

G-+Gl 18t abgeschlossen und (R1), (R2) gelten,

(D) ain((Frach /o)) < e,

11 11 L 1

(c+FL nFh) c (F+F )N (G+G) ,

Fn Gl st totalisotrop und (R1), (R2) gelten,
Yach/rnrt)) < «,
1

(E) dim((F

(G+Fn}?r]‘)'[‘L c (F+F J“),
FN ot st totalisotrop und (R1), (R2) gelten,

) N (G+G

(F) dim((F’LL n G'L) /(G n F'L)) < ey
FnN Gl ist totalisotrop und (R1), (R2) gelten,

1

Hadhseneh)) < e » F NG <st totalisotrop,

(G) ddm({F— n G

Grat ist agbeschlossen und (R1), (R2) gelten.

Dann reprisentieren die Verbdnde V119 (Fille (4), (B), Diagramm 4 (A),
(B) auf Seite 58), V1OT (Fille (C), (D), Diagramm 4 (C), (D) auf Seite
59), U88 (Fall (E), Diagramm 4 (E) auf Seite 60), V36 (Fidlle (F),
(G), Diagramm 4 (F), (G) auf Seite 61) die assoziierten Teilverbinde von
v (F,6) .

Hat in jedem der Félle der entsprechende Verband V die gleichen
Indices, so gibt es auch einen zuldssigen Orthoisomorphismus 7T: V - V.

Beweis. Wir werden die folgenden Bezeichnungen gebrauchen:

R, = FNF,

R, = FrlaF,

o

s = anct,

T = ¢nE,
n
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gt

vV =
X = (G+R2)’u',
7z = (G+R1)LL.
Fall (A). Wir definieren beim assoziierten Verband V119 (s. Dia-
gramm 4 (A), (B), auf Seite 58) die Supplemente A, wie folgt:
unz = (R +8) ® A, ,
un (Fez) = unzea, ,
UﬂX=Uﬂ(FJ‘+Z)®A3,
unvt = unxeas ,
U=UﬂVJ'®A5,
Fl n(u+z) = F-L nze A6 5
(F+u)nz = (Frnz+unz)oea,

und entsprechend mit den Balken. Nach der Voraussetzung
dim(U/ (R +8)) < =,

und wegen der Modularit#it des Verbandes gilt dim(Aj) <o flir j=
15w 4T
Es seien

)r und A, = x(a..")F

Ay = Kkl i=1 J ji 'i=1

a..
J Ji
fir j=2,6 und 7 . Wir kénnen annehmen, dass die Basisvektoren so

gewdhlt sind, dass

. = + 2 = T+ !
&4 8o T4 o 814 8oi T84
flir alle 1 =1, ...,r gelten. Wegen der Inklusion
In
® A. < vn Vl
J=1
kdonnen wir eine Isometrie
I Lo
/5 ® A. - ® A.
0 . .
J:'] J J:'] J

definieren indem wir die Basisvektoren von Aj auf die entsprechenden
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von Aj abbilden. Besonders wird also a,.. auf

N 21,1
1, ..., r abgebildet. Da UNV in UNU

a..' fir 1=

21

liegt, existiert nach
Lemma 3.2 eine Isometrie ¢11 A_ ~> Ks . (Man bemerke, dass es nicht

5
notwendig ist, das Element U N Ul im Verband mitzunehmen.) Die Ab-
bildungen wo und ¢1 definieren eine Isometrie
o a) ol 1)

L — —

J=1 J=1
Der Raum A6 liegt in R2 und steht senkrecht auf ®j=1 Aj , sodass
wz zu einer Isometrie
6 6
: . - .
wB' J§1 AJ 321 AJ
erweitert wird, wenn wir acs auf a6i' fir 1 =1,...,r abbilden.
Von dieser Isometrie wird auch AT auf AT abgebildet. Wir wéhlen fir
die rekursive Konstruktion
[ o i)
K1 1= \jf1 Aj’ ¢3 s jf1 Aj/

als ersten Kandidaten. Die Betrachtung der irreduziblen Elemente von
V119 in Tabelle 2 (A) zeigt, dass wir den Satz 2.4 zitieren kdénnen und
mit der rekursiven Konstruktion Erfolg haben.
Fall (B). Wir werden wieder die Konstruktion fiir den Verband V119
(also Diagramm 4 (A), (B), Seite 58) durchfithren. Dafiir seien die R&ume
A. , J=1,...,7 und die Isometrie w3 wie in Fall (A) definiert.
Schreiben wir noch

S = T8 A8 und S = T 6 A8 ,

so konnen wir die im Fall (A) definierte Abbildung w3 zu einer Isome-

trie

@ O

P, e . A.
L J 5=1 9

erweitern, indem wir die Basisvektoren von A8 auf die entsprechenden

J=1

von Ké abbilden. Die Tabelle 2 (A) gilt fiir die Betrachtungen der ir-

reduziblen Elemente von , mit dem einzigen Unterschied, dass jetzt

V119
S quasistabil ist.

Fall (C). Sei die Bedingung

dim(v / (R2+S)) < w
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erfillt.
Wir betrachten den Verband V107 in Diagramm 4 (C), auf Seite 59
und schreiben jetzt
uneg = (R1+S)©A1 s
Uﬂ(F‘L+Z) = UﬂZ®A2,
L
unx = Un(F +Z)®A3,
U = UNX®A ,
P (usz) = FJ'nZ@A5 ,
L L
(Fr+u)nz = (F NZ+Unz)eh ,
v o= (R2+U)®A7

und entsprechend mit den Balken.
Zuerst machen wir eine Betrachtung zum folgenden Teilverband von

V (r, )

S

Y
®
Vv
U
+ X
unvt Ryt UN
Uunikx
Wir schreiben
unvt = unxex ,
L
u = Unv' @ K2 N
L L
vnvo = (R2+Unv)©K3,
v = (U+VﬂV'L)@Ah

und entsprechend mit den Balken. Nach den Dimensionsbedingungen exi-
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stiert eine Isometrie
¢, ] ® d ® K ® K

. 1 . . .
und weil das Komplement von V N V in V nicht ausgeartet 1st, kann

. . > T by .
¢O IK2 zu elner Isometrie K2 ® Kh K2 ® Kh erweltert werden. Der

Raum A steht senkrecht auf A, & A, & A_ , und wegen

T 1 2 3
<1>(A7 , Ah) = <1>(K3 ® K, K1 ® K2) = <1>(1<)4 ,Kg)
= <1>(Kh ,Kg) = ... = ¢(A7,Ah)

kdonnen wir annehmen, dass eine Isometrie
o) e Vo3
Vo <®A. ® A +< A. 1@ A
0" \yoy E) = 10T
existiert. Terner léasst sich wo zu einer Isometrie
b (o a)on)amany (85 )em ) s & o5
1 \ioy 3771 5776 Wi, 1)) 6

erweitern, so dass

7 T
K = [ e AL, v, , ® )
1 \img 2701055 )
als erster Kandidat geeignet ist. Aus der Tabelle 2 (C) auf Seite 62
sieht man, dass die irreduziblen Elemente von V107 die Voraussetzungen

II-ITT des Satzes 2.2 erfiillen.
Fall (D). Wir wiederholen die Betrachtungen vom Fall (C) und

schreiben noch

= TeA S = T@oA
s ® Ay, S T & Ag
und erweitern die Abbildung ¢1 zu einer Isometrie
8 8
ng .@ A m 8 Ai
1=1 1=1

Hier ist S quasistabil.

Fall (E). Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Falles (D);

offensichtlich kann man alle von den irreduziblen Elementen RQ'L und

11

un (G-fRQ) = UN X erzeugten 19 Elemente aus weglassen und

V107
die im Fall (D) definierte Abbildung v, auf R2/ (rt n(U+2)) er-

weitern, wodurch R2 quasistabil wird.
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Der assoziierte Verband wird wie Diagramm 4 (E), auf Seite 60 aus-
sehen und die in Tabelle 2 (E) (auf Seite 62) beschriebenen irreduziblen
Elemente erhalten, also auch die Voraussetzungen des Satzes 2.4 erfiillen.

Fall (F). Man kann sogar eine Isometrie V /T +V/T definieren.

e e w6, e u (mh (s. Diagramm b

Hiermit ist der Verband V36
(F),(G), auf Seite 61) mit seinen irreduziblen Elementen in Tabelle 2 (F)
flir die Abbildungsaufgabe hinreichend.

Bemerkung. Der von den Ketten {X1 "'Xn- }  und {Y1 el Y }

1 m—1
erzeugte Verband V+’n(X1 2o PSP SRR ’Ym—1) ist distributiv
und enthdlt (n+m)! (n!m!) Elemente (s. [2], Kap. III, S. 66).

Fall (G). Es genligt wieder, den Verband V36 des Falls (F) zu
betrachten.

Wir koénnen jetzt nicht eine Isometrie S /T - S/T wie im Fall (F)
definieren. Das Element S 1ist aber orthostabil, und die Konstruktion
kann hiermit als ein Spezialfall der Betrachtung von (') angesehen wer-
den.

Der Satz ist damit bewiesen.

3.3. Uber orthogonale oder totalisotrope Paare (F ,G)

Wir untersuchen als nédchstes die Ldsung der Abbildungsaufgabe wenn
F und G totalisotrop sind oder senkrecht aufeinander stehen. Wir wer-—
den einige Resultate beweisen, aus denen z.B. die S&tze liber orthogonale
Trennung oder Uber Trennung eines totalisotropen Paares als Korollar
geschlossen werden koénnen.

Wir definieren zuerst die folgenden Bedingungen:

(1) (F+G0FJ')J'J' = s (GnF'L)J‘L ,
(G+FnGJ‘)J‘L = ot (FnGl)LL ,
(1) FncH)Yt = et (enr)yt = M,
() ((r‘”+u“) n ul)J‘L = (rro)tact s
(e nrht = (reoHart R
(3) (F n o)yt n (GﬂF’L)'LL 5 7ot

() adm(((F-+G7) n (F+G)1‘L)/(F'L n(rra)yteatn (F+G)'LL)) < ®
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< o

11 )_LL

(5) adim(((F+G) n (F NG LHLH

n(Fng )LH)

/(F+G)N(FNG

(5') ain(((F+c) n (Fn ey ) /(Fn (Fno)yt «

wmd (FochHHaen Y 5 (rece) nFta et

3atz 3.5. Seten F, G und F, G zwel totalisotrope Paare
von E (d.h. Fc o , Gc ot , Fc 7 s 6'5 61) mit den Bedingungen
(2), (3) und (4). Sei ferner mindestens eine der folgenden Vorausset—
aungen und die entsprechenden Voraussetzungen tiber V erfillt:

(4) (1) und (5) gelten,

(B) (1) und (5') gelten,

(C) (1') und (5) gelten,

(D) (1') und (5') gelten.

Die assoziierten Teilverbinde von US(F , G) in jedem der Fille
finden sich wie folgt:

Fall (A): V s Diagramm 5 (4), auf Seiten 63-64,

377
Fall (B): V3h2 , Diagramm 5 (B), auf Seite 65,
Fall (C): VSOY » Diagramm 5 (C), auf Seite 66,
Fall (D): V272 s Dtagramm 5 (D), auf Seite 67.

Dann ist in jedem der Fille ein indextreuer Orthoisomorphismus t: U > U
swischen den entsprechenden Verbdinden immer zuldssig; insbesondere gibt
es also eine Isometrie T: E ~E mit TF=F und TG =G .

Beweis. Wir werden die folgenden Bezeichnungen gebrauchen:

D = FNG,
H = Fnat,

K = F*ng,

L = Fngt,
M = e,
v = rtanct,
p = Fngt,
g = Frnott,
R = 7 nat

Die Bedingungen lassen sich also wie folgt schreiben:



(1) (F+K)‘LL & Frlaxt und (G+H)'L'L & gt "

(1) gt = p , ko= Q ,

(2) (e+Ef" = @ NE"  wd (Feg)> = FNE ;

(3) ot 5 v,

(h) gim(((Fr+e) n &Y 7 nrteetnEY)) < -,

(5) aim((F vy /7 raoth)) <« una
gim((cn /G not)) < =,

(50) gim((F+e) n o /(P not+cnoth)) < »  ung

Mot 5 Lew.

Fall (A). Seien (1)-(5) erfiillt.

Wegen der Beziehungen

HLL+Q = rn @+t

. KJ“L+P = Rn(KLL+FJ‘L)
gilt nach (1) die Bedingung

(6) (B+a)— = HJ‘L+Q . (B+PT 2 whep .,

Ferner folgt aus der Modularitét

(P+KJ‘L)n(Q+H‘LL) = KJ'L+PnQ+H‘LL 2 H‘LL+KJ"L,

also gilt nach (6) die Bedingung

(7) (H+K)'LL HLL+KLL s

(s.

Um die Abbildungsaufgabe flir den assoziierten Verband V377

Diagramm 5 (A), auf Seiten 63-64) durchzufiihren, schreiben wir

32 = (29+30) & A1 s
33 = (29+31)©A2,
o = (3O+31)®A3,
L = 264

)



L. Haapasalo 35

5 = 38A_,

6 = (2+3)®A6,

8 = bea,

9 = 5® A8
Wegen Rl n (A1 ® A2) = (0) koOnnen wir Lemma 3.1 zitieren und die ent-
sprechenden Supplemente K1 , Ké mit einer Isometrie wO: A1 ® A2 >
K& ® Ké finden. TFerner gilt

(30+30)5 0 (A +a_+a) = RN (A +4,+A) = (0)

1 2 3 1 2 3

Wir konnen wie beim Beweis von Lemma 3.1 verfahren und eine Er-

i : + + > A +A +A 1 1 i i
welterung ¢1 A1 A2 A3 A1 A2 A3 konifruifren 1n§im wir die
Basisvektoren irgendeines Supplements von 30+31 in L0 mit Vektoren
von 30+ 3T korrigieren. Es gibt trivialerweise eine Isometrie

8 8
yo: ® A, > ® A
27 4=, 1 i=y *

und folglich wird von w1 und w2 eine Isometrie

8
/3 \'é/gA.\—>/;K\g/€_BK.

Tor U MU ) T L e T

erzeugt. Wir wédhlen zum ersten Kandidaten

8 8
K :/eA.,T,@X.\.
\ i=1 1/

iz 2000

Die irreduziblen Elemente L, 5, , 9, 32, 33 und 4@ sind quasi-
stabil und die Elemente L4, 5, 6, 32, 33 und 40 sind quasiprim.
Die Konstruktion l&sst sich durchfilhren nach dem Hauptsatz.

Fall (B). Den quasistabilen Verband (F,G) erhalten wir aus

Diagramm 5 (A) (Seite 63), indem wir nur die giieduziblen Elemente 8,
9, 12, 13 und 14 und alle von ihnen erzeugten 35 Elemente aus
Diagramm 5 (A) weglassen. Der untere Teil des Verbandes V3h2 findet
sich in Diagramm 5 (B), auf Seite 65; der obere Teil von V3h2 ist ge-
nau derselbe wie Diagramm 5 (A), oberer Teil, auf Seite 64. Die Isometrie
fgr den egsten Kandidaten wird ohne A7 und A8 als eine Abbildung
® Ai - ® Ai nach dem Fall (A) konstruiert.

Fall (C). Wir konnen die Konstruktionsaufgabe fiir den Verband

V307 in Diagramm 5 (C), auf Seite 66, 1dsen, indem wir den ersten Kan-
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didaten genau wie im Fall (A) definieren.

Fall (D). Mit der Voraussetzung (D) lésst sich der assoziierte
Verband bis 272 Elementen vereinfachen. Die Abbildungsaufgabe fir den
Verband U272 in Diagramm 5 (D), auf Seite 67 ist als Spezialfall der
oben betrachteten F&dlle ld&sbar.

Wenn wir in den Bedingungen (1)', (1)-(3) die Rollen von Fl und

G vertauschen, erhalten wir die folgenden Beziehungen

(1) (F+cn oyt = Fi(en bt
(G+rn )t = oHarnrht,
(1) (ror)tt = Pt cncht = ¢tact,
(T1) (rFrecthy n eyt = (reottnct,
((FJ‘l+GJ‘L) n Fl)ll = (F+G)'LJ' n Fl .
(111) (FﬂF"L)'LLﬂ (c ncl)l‘L ) FJ‘LOG'LL ,
(tv) ain(((Frech) n reeyh st o eyt rearth)) < W
(v)  aim(((F+c) n (Frne)yt n (rnetHty s ((ree) 0 (Fae)th) < e,
(v) aim(((Fre) n (Fooh /s rn rne)yteen (raa)th)) < -,

und (F N G'L'L)‘L'L n{cn Fll)il o F‘L'L n G'L‘L n (F+a)

Indem wir also auch bei den Verb&nden nur die Rollen von Fl und
Gl vertauschen, crhalten wir mit cincem vOllig analogen Beweis den

Satz 3.6. Seten T 1 G und F LG ; ferner gelte mindestens
etne der folgenden Voraussetzungen:

(A) (I)-(V) gelten,

(B) (I)-(V') gelten,

(¢c) (1')-(V) gelten,

(D) (I')-(V') gelten.
Dann représentieren die Diagramme b (A)-(D) auf Seiten 63-67 (mit den
vertaucchten Rollen von Fl und Gl) Tetilverbdnde von US , deren
Indices in jenem der Fille ein vollstidndiges System orthogonaler In-—
varianten des Paares (F ,G) in E (modulo der orthogonalen Gruppe
von E) charakterisieren. Insbesondere existiert in jenem der Fille

eine Isometrie T: E +E mit TF=F, TG=20C .
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Ist F+G totalisotrop, so sind die Voraussetzungen (1'), (2)-(L)
des Satzes 3.5 (und (I'), (II)-(IV) des Satzes 3.6) erfiillt; ferner
sind (5) und (5') (resp. (V) und (V')) erfiillt fir abgeschlossene T
und G .

Liegt i +ol dicnt in E , 50 sind die Voraussetzungen (3), (5)
und (5') (resp. (III), (V) und (V')) erfillt. Im Falle von abgeschlos-
senem F+G gelten (1), (2) und (4) (resp. (I), (II), (1IV)).

Die Trennungssitze fiir orthogonale oder symplektische Paare (s.
Sédtze XI.1 und XI.2 in [8]; Sitze II.1' und II.2' in [L4]) lassen sich
also als Korollar deduzieren. In diesen F&dllen erhdlt man als Spezial-
fall den Brandschen Verband VTOO(F ,G) in Diagramm 14, auf Seite 85
(vgl. [4], 5. 21).

Satz 3.7. Es gelten

r = Fll c Fl s

G=G1‘L9Gl,

=

i
in

|

@l
i
n

Ferner sei (mindestens) eine der folgenden Bedingungen erfiillt:

() ain((Freet) n (ree)h st n (rro)ytect 0 (meo)
ll+Gln (Frn G'L)'L

Hy < o

>

1

und die Riume (F+G) s (F+G)'LL+Fl naG ,

(F-+G)ll-+FL n(Ggn FJ')l sind abgeschlossen,
3 ain((r+rin et/ rertnoth < o oder
gim((G+ ¥ n ¢H™/ (crr nehHt) < o
und entsprechend mit Balken. Dann reprisentieren (Fall (4), auf

155
(Fall (B), auf Seite 71) die assoziierten Teilver-

Setite 70) und V1h3
bénde von Vs(F , G) , deren Indices die Bahn des Paares (F ,G) charak-
terisieren.

Bewels. Wir wenden die Bezeichnungen des Satzes 3.5 an.

Sei zuerst die Bedingung (A) erfiillt, es gelten also die Beziehungen

aim( ((F+ gt

Rl-FGl n H'L , RJ'*-F'L n K‘L und R+Rl sind abgeschlossen.

1

)nRJ')/(F’LﬂRJ“+G an)) < e

Wir betrachten den Verband V155 in Diagramm 6 (A) auf Seite 7O

dessen irreduzible Elemente sich in Tabelle 4 (A), auf Seite 72 finden.
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Der Raum R+F'L n Rl = Fl n (R4~Rl) ist abgeschlossen, also gilt

R+(F+K)J‘lc_:(F+R)J‘L -
R+RT N (F‘+R)J‘L

1 1 . .
S R+F N R , und folglich gilt (F+R
Analogerweise wird die Lage von (G-\“R)'L'L disku-

tiert. Wir schreiben

18 = (13+16) @ A s
19 = (13+17) ® Ay s
2L =

(16+17) ® A3 s
Wir schliessen wie beim Bewels des Satzes 3.5, dass eine Isometrie

¢1‘ A1 ® A2 ® A3 ¥ A1 ® A2 ® A3

mit geeigneten Supplementen existiert, und folglich (A1 ® A2 ® A3 , ¢1 ,

K& ® Ké ® KS) als erster Kandidat geeignet ist. Die FElemente 18 , 19
und 24 werden quasiprim und quasistabil, also ldsst sich die Konstruk-
tion durchfihren.

Fall (B). Sei z.B. die erste Bedingung von (B) erfiillt, also gilt

nach den frilheren Bezeichnungen
aim((Frn k) 7 (rharh)) < w

Wir fihren die rekursive Konstruktion flir den Verband V in

137
Diagramm 6 (B), auf Seite 71, durch. Dafiir schreiben wir nach den Be-

zeichnungen der irreduziblen Elemente in Tabelle 4 (B), auf Seite T2:

19 = (13+17) @ AL
18 = (13+16) ® A, s
32 = 18 @ A3 =
20 = 3264 ,
2k = (16 +17) @ A5 2

Wegen

L
25ln(.® A ) o= (0)

i=1 1t

kdénnen wir nach Lemma 3.1 derartige Supplemente Xi (fiilr die ent-

sprechenden Riumen mit Balken) finden, dass eine Isometrie
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A
:

<
o
@ &=
k=
v
n e =

1 i
existiert. Ferner kdnnen wir wegen
5
(17+16)Ln/ ® A.\ = (0)
\i=1 1/

das Supplement A von 16+17 in 24 so wdhlen, dass wO sich zu

\1

einer Isometrie

<
@\

b=

¥
@\

A,
1 i=1
erweitern lésst. Mit dem Kandidaten
/ 5 5

K1 = { ® Ai , b, 8

i=1 i

g

U
1

S~

1
wird V1h3 quasistabil.

Analogerweilse behandelt man den Fall, wo die zweilte Bedingung von
(B) erfiillt ist.

3.4, Uber Paare (F,G) im Falle von "kleinen" rtoung ot

Wir werden die Konstruktionsaufgabe mit kleinen Fl und Gl
studieren. Als Spezialfall wird ein dichtes Paar (F,G) betrachtet.
Satz 3.8. Selen F, G, T und G gegebene Teilrdume von FE

mit den folgenden vier Eigenschaften (entsprechend mit Balken):

(1) Fi+Gl 28t abgeschlossen und liegt in T ,
(2) (FnehH = @nrhHH = Mot
. L 1
(3) daim((Fnag)/(GNF NG)) < =,
(4) dim((F N G) /rad(F n G)) = aim((F N G) /rad(F n G))
Fallen die Indices der assoziierten Verbdnde V98 und U§8 (s.

Diagramm 7, auf Seite 73) zusammen, so existiert ein zuldssiger Ortho-
isomorphismus T: V98 > V98
Beweis. Die irreduziblen Elemente von V98 finden sich in Tabel-

le 5 auf Seite Th. Man bemerke, dass

11 11 L, U IR R

n(crrohHyl = (Frec )

n(rtegtyyL = ¢Honortech

19'L = (F

- (Gli



Lo

gilt, weil Fl'-!-Gl abgeschlossen ist. Ferner liegt der Raum

(F N (G'L'L-*-GL)J"L)l in G'LL , und aus den Inklusionen 17l c
ottn (FL+GL) =+t nel una 171319l folgt 17t = 19J‘. Wir
schreiben
2 = 184,
3= 184,
5 = (2+h)@A3 s
6 = (2+3)©Ah s
i = (3+J4)@A5 >
9 = 6@A6
und analog mit den Balken. Aus der Beziehung (6-+8)l ) i (Fli-Gl)

= Fregh D 6+8 folght, dass die Riume LU ,A5

und weil 6 in 9 N 9'L liegt, folgt aus Lemma 3.2, dass A6 und 6

totalisotrop sind,

isometrisch sind. Die Réume A1 5 0q0 ,A6 stehen senkrecht aufeinander,

also existiert eine Isometrie

6

U ® A. >
. i .
1=1 1

.
1

@ O\

Wir wadhlen

[ 6 6
K, = @A.,T,@A.)
Noy 4 0 i
1=1 1=1
zum ersten Kandidaten und konstatieren, dass die irreduziblen Elemente

2, 3 und 9 quasistabil, und 5, 6, T quasistabil und quasiprim

werden. Mit einer Zitierung von Satz 2.4 wird der Beweis beendet.
Bemerkung. Setzen wir noch voraus, dass z.B. (F N G)""L = F']"LHG'LL

gilt, so reicht es, die schwichere Bedingung

L l) 1

(3") dim((G n (F+c)) /(e nF nGl)) <

statt (3) zu fordern.
Satz 3.9. Seien F, G, F und G Teilrdume von B mit den

folgenden Eigenschaften (entsprechend mit Balken):

(1) - c G und ot c F,

(2) rhaol 18t abgeschlossen,
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JERNER li)ll 1l 1l

(3) (FNnG) = (GNF = FOnNngo,
(4) ain((F n6)/(F-nah) < o,
(5) dim((F N G) /rad(F N G)) = dim((F N G)/rad(F N G))

Dann ldsst sich ein zuldssiger Orthoisomorphismus t: V133 > 7333
swischen den assoziierten Verbdnden (s. Diagramm 8, auf Seite 75) defi-
nieren.

Beweis. Die irreduziblen Elemente dieses distributiven, aber
nicht orthostabilen Verbandes finden sich in Tabelle 8, S. 76. Weil

F‘J'J'-G'L abgeschlossen ist, gilt
160 = (¢T o et = ehert arht

T e At E N et

= (F N (F +G

Ferner gilt

1t = en et ¢ en et = Flect

Wegen der Inklusionen F‘l < 11 und 16'L [ 11l fallen 11'L und
. 1 1 .
F'L'L n (Fl4-Gl) zusammen. Analogerwelse werden 12 und 17 disku-

tiert. Wir schreiben

2 = 1eh,
3= 164, ,
8 = (2+3) 0 A

3

Der Raum 2+ 3 liegt in 8 N 8l und 2, 3 sind totalisotrop. Wir
konnen Lemma 3.2 zitieren und eine Isometrie

3 3

T, : & A, = ® A.
1 . 1 . 1
1=1 1=1

flir den ersten Kandidaten definieren. Die irreduziblen Elemente von
V133 erflillen jetzt die Voraussetzungen des Eaupisatzes.

Als néchstes betrachten wir den Fall F +G < F NG =: D . Dazu
berechnen wir zuerst den Verband VZh(F ,G) in Diagramm 9, auf Seite
T7T. Um die Konstruktionsaufgabe mit den schwdchsten Voraussetzungen
iber F und G 2zu beweisen, fligen wir die Elemente S := (F'L+G'L)'l"L

und (F~FG)il hinzu. Dies erzeugt den Verband U58 in Diagramm 1@



L2

auf Seite T7. Wir schreiben

FN(G+s) = (FNG+FNS)BH,
GNn (F+s) = (FNG+GNS) BK,
(F+G)Ns = (FNs+GNS)BL,

Um die nicht distributiven Stellen ilberwinden zu kdnnen, haben wir

die Bedingung
(1) dim(L) < =

vorauszusetzen. Ferner sollen die geeigneten (entsprechenden) isome-
trischen Supplemente H und K existieren. Dafiir miissen wir die Mog-
lichkecit erhalten, die Basisvektoren von H und K geeignet korrigie-

ren zu konnen. Es scheint natiirlich, daflir die Bedingung

(2) (p+s)t < D+§

. . L i . .
su fordern. Weil D in S'L und F +G in D liegt, folgt aus (2)

die Bedingung
(3) S € D < G5+D.

Wir nehmen also an, dass (1) und (3) erfiillt sind.
Zuerst beschrénken wir uns auf zwel Spezialfédlle, filir welche es
hinreichend ist, den Verband V58 in Diagramm 10, auf Seite 7T zu be-

trachten.

Fall (A). Sei Dl = S . Das ist gleichbedeutend mit der Bedin-

gung

11

D =(FnG'LL)LL=(GﬂFLL)J"L=FLLnGJ'L.

Ferner folgt aus der Beziehung Fl4>Gl cFNScsS, dass (F N S)l mit

Sl zusammenfdllt. Analog verifiziert man die Gleichung

mns)yt = (ens)yt = st
Alle irreduziblen Elemente von V58 , die prim sind, sind auch stabil.
Die nicht primen irreduziblen Elemente (F+G) NS, FN (G+S) und

G N (F+S) werden quasiprim und quasistabil, wenn wir eine Isometrie
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H®K®L~>H®K®L fiir den ersten Kandidaten definieren k&nnen.
Dies ist Jetzt mdglich nach Lemma 3.1, weil D'L N (H+K) = (0) fiir be-
liebige Supplemente H wund K gilt und L totalisotrop ist. Wir
halten also den folgenden Satz fest:

Satz 3.10. Seien F, G, F und G Teilrdume von E mit den

folgenden Eigenschaften (entsprechend mit Balken):

(1) el < Foc,
(2) (Fno)yt = vtaett,
(3)  dim(((F+G) n (Fl+-Gl)lid / (Fn (Fl+-Gl)liv+G n (F44+Gl)ll)) < w,

Dann reprdsentiert das Diagramm 10 auf Seite 77 einen assoziierten Ver-—

band V58 .
G, falls die Verhinde V58 und 058 die gleichen entsprechenden In-—

Es gibt eine Isometrie T: E > E mit TF =F und TG =

dices besitzen.

Fall (B). Es gelte D'L = D+8S . Wegen der Voraussetzung S
D'L c D+S ist dies erfiillt genau dann wenn D totalisotrop ist. Es
ist offenbar, dass der vorige Satz mit einer Betrachtung von V58 gilt,

wenn wir die Bedingung (2) des Satzes durch

AL Lt AL 11l

li)ll = (¢NnF) = F NG

(2") (Fna

ersetzen. Die Diskussion der irreduziblen Elemente von V58 ist analog,
aber mit dem Unterschied, dass jetzt wegen Dll = D'L = D+S8 D wiederum

orthostabil ist.

3.5. Uber die Abbildungsaufgabe bei Tripeln (F, G, H)

Bei der Losung der Konstruktionsaufgabe flir drei gegebene Teil-
rdume F, G und H Dbegegnet man wesentlich grdssere Schwierigkeiten
als im Falle von zwei Teilr&umen. Diese entstehen aus der Tatsache,
dass schon der Verband VS(F ,G,H) 1im allgemeinen nicht distributiv

ist und wie folgt aussieht:



i

(0)

Um die nicht distributive Stelle dieses Verbandes liberwinden zu
konnen, braucht man recht strenge Voraussetzungen liber das Tripel

(F,G,H) . Zur Dimensionsbedingung
(0) dim((F N (G+H))/(FNG+F NH)) < «

kommt noch das Problem, eine Isometrie zu finden, durch die die drei
nicht primen Elemente erlaubt gemacht werden. Die folgenden Mdglich-

keiten sind naheliegend:

(a) FNGNH liegt dicht in E

k]

(B) F, G und H stehen senkrecht aufeinander.

Im ersten Fall ist der Verband V30 orthostabil, und wir kdnnen
wegen (0) Lemma 3.1 zitieren und F N G N H als Korrigierungsraum an-
wenden, um eine Isometrie filir den ersten Kandidaten zu finden.

Der Fall (B) ist komplizierter.

Wir nehmen zuerst an, dass die Rdume F, G und H die folgenden

vier Bedingungen erfiillen:

(1) F, G und H sind abgeschlossen, totalisotrop und stehen

senkrecht aufeinander,
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(2) F+GNH, G+FNH und H+F NG sind abgeschlossen,

(3) F'L+GlﬂHl R G'L+F'LHH“L und HJ'+F'LnG“L sind ab-

geschlossen,

(4) dim((F n (G+H))/(FN G+F NH)) < o,
11 1l _LL)/

+ (F+H)

Lol < e,

Lty

n (F+ag)
11

+ (G+H)
11

dim( ((F +H)

1L 11

((F+H)" n (F+G) nN(G+H) ")) < o

L (G"L+H'L))/(F'Lﬂ GteF

dim(((Fl+ HL)J‘L n ((F‘L+G'L)'u' + (GL+H /

((FJ'+HJ')J‘L n (F‘L+G'L)LL + (F'L+H'L)'LL n (Gl+H”L)'U')) < o,

dim((F

Wir berechnen den Verband V. .(F,G,H) , dessen unterer Teil in

I(F‘ ,G,H)),und oberer Teil
Tt ¢t imh ) aarge-

216

Diagramm 11, auf Seite 78 (bezeichnet mit V108

in Diagramm 12, auf Seite 79 (bezeichnet mit V108

stellt ist.

Alle primen irreduziblen Elemente von V216 sind orthostabil, was
nach den Bedingungen (1)-(3) leicht zu verifizieren ist (s. Tabelle T,
auf Seite 80). Die beiden nicht distributiven Stellen sowohl in V108I
als auch in V108II kénnen wegen (4) bei der Konstruktion auf gewdhn-
liche Weise lberwunden werden. In V108I folgt dies sofort aus der
Tatsache, dass (F-'-G-PH)LL 1O8II

wenden wir Lemma 3.1 mit F'L n G'L n H'L = 25 1in der Rolle des Korrektur-

= 24 totalisotrop ist, und fiir V

raumes an. Jedoch scheint es uniiberwindlich, alle vier nicht distribu-
tive Stellen gleichzeitig zu bewdltigen. Nach obiger Diskussion halten
wir also den folgenden Satz fest:

Satz 3.11. Seien (F,G,H) (und (F,G,H) respektive) ge-
gebene Tripel von Teilrdumen von E mit den Bedingungen (0)-(4) (resp.
mit Balken). Ferner sei die folgende Bedingung (auch mit Balken) er-
futlle:

(5) Ist (F,G,H) oder ((F+c), (r+u)t, (a+m)th) ecin

nicht distributives Tripel, so sind (F'L ,G'L ,Hl) und
((F"L+Gl)l‘L ,(F‘L+H‘L)l‘L ,(Gl«+Hl)ll) beide distributive

Tripel.
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Dann gibt es die assoziierten Teilverbinde V < VS(F ,G,H) und Vg
VS(F , G, H) , die hbchstens 216 FElemente enthalten (vgl. Diagramm von
V216 , S. 78-79) und derart, dass ein zuldssiger Orthoisomorphismus
t: V> U existiert. Insbesondere gibt es dann eine Isometrie T: E + L
mit TF=F, TG=G wund TH=H .

Die Diagramme 11 und 12 auf Seiten 78-79 geben Anlass den folgen-—
den Satz zu beweisen:

Satz 3.12. Seten F, G und H abgeschlossene Teilrdume von

E , die senkrecht aufeinander stehen und neben den Voraussetzungen (2)-

(5) des vorigen Satzes die folgenden Bedingungen erfiillen:

(6) F+G+H <st abgeschlossen,

(7) F—l—F‘L ’ G-FGl , und H+—Hl sind abgeschlossen.

Dann wird die Bahn des Tripels (F ,G,H) durch die Indices des asso-

zitlerten Verbandes V233 (s. Diagramm 13 auf Seite 82) charakterisiert.
Beweis. Wegen (6) gelten die Inklusionen
(F+G)'LL c F+G+H N H , (F+H)‘LL c F+H+Gﬂ(ﬁ,
(c+a) < c+u+FF .

Diese drei Abschllisse bilden also ein distributives Tripel, wie man in
Diagramm 13 auf Seite 82 verifiziert. Alle primen irreduziblen Elemente
von U233 sind offenbar stabil.

Ist (F,G,H) ein distributives Tripel, so kdnnen wir die Dis-—
kussion von V108I und U108II wiederholen, und die rekursive Kon-
struktion offensichtlich mit Erfolg durchflhren.

Ist (F,G,H) ein nicht distributives Tripel, so verschwinden
die sechs oberen nicht primen Elemente nach der Voraussetzung (5). Die
drel nicht primen Elemente unten sind leicht zu behandeln, weil F, G
und H senkrecht aufeinander stehen.

Den vorigen Satz kann man z.B. zur orthogonalen Trennung des
Tripels (F,G,H) anwenden. Wir sagen némlich, dass F, G und H
orthogonal trennbar in E sind, falls eine Zerlegung

1 i

(8) E=E1®E2®E3; FeB 3 Gk ; HeE

mit B, 1 Ej fir 1 # jJ existiert. Aus (8) folgen die Beziehungen
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(9) F‘CG“LHH'L, GCFJ'HH'L, HCFJ'FIG'L,
(10) rrectant = ¢tertawt = whertnet - o ,
(11) (Fro)t = it (G+mt = oHrartt
(F+H)J—L = FJ_L+HLL, (F+G+H)J‘L = FJ_L+GLL+HLL .
Nach (10) gilt noch
et = et rem = wn (ree)t = (0).

Wir nehmen jetzt an, dass die Teilrdume F, G und H von E
die Eigenschaften (9)-(11) besitzen. Folglich sind also die Vorausset-
zungen des Satzes 3.12 trivialerweise erfillt.

Um zu beweisen, dass F, G und H orthogonal trennbar in E
selen, reicht es die folgende Aufgabe zu ldsen: Man hat einen isome-
trischen Raum E mit den in E orthogonal trennbaren Teilr&umen F ,
G und H so zu konstruieren, dass es einen zulédssigen Orthoiso-

morphismus t: V___(F,G,H) = U2 (F,G,H) (s. Diagramm 13, Seite 82)

233 33
gibt. Dieser Orthoisomorphismus sei (nach Satz 3.12) von einer Isome-
trie T: E + E induziert. Die gewlinschte orthogonale Trennung fir F ,
G und H in E wird von der Abbildung T_1 geliefert. Diese Aufgabe

ist flr zwei Teilrdume F und G von E in [8], Kap. VI, geldst.
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Diagramme und Tabellen
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Diagramm 1. Der Kaplanskysche Verband V1n(F)

Diagramm 2. Der quasistabile Verband V2O(F ,G) (s. 8. 20).
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Tabelle 1 (A)-1 (F). Die irreduziblen Elemente in den Dia-

grammen 3 (A) -3 (F). 2)

(a) (B) (c) (D) (E) (F)
Nr. B s s s st B
1 T 3k 3k 3k 3h 3k 3L
2 i 3k 3k 3k 3k 3k 3L
3 s 33 33 33 q 33 33
4 gt 33 33 33 33 33
5 anstt 39 39 39 39 39
6 Q 32 32 32 32 32 32
7 G 22 22 22 22 22 22
8 ot 22 22 22 22 22 22
9 R 30 30 30 30 q 30
10 (g+s)t 35 35 35 35 35
11 VA 29 29 29 29
12 U 28 28 28 28
13 P 31 31 31 q 31 31
10 o 25 25 25 25 25 25
15 (p+R) 36 36 36
16 Y 27 q
17 xnx 18426 18426 18+26
18 e 26 26 26 q a
19 (rhepytt 23 23
20 n G‘L 18+41 184kt 184k
21 XNFr 18+40  18+40 18+L0
22 ot 8 8 8 8 8 8
23 FnN Pl 19 q 19 19 14+13
24 FnN S'L 12414 12+14 g 51 51
25 P [ L 1k h 1h 1h
26 X 18 18 18
27 vt 16

Wird auf der néchsten Seite fortgesetzt.

2 . . . - . .
) Bezeichnungen: q: quasistabil, qq: quasiprim und quasistabil,

leer: das Element fehlt.
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Nr. B gt gt gt gt B Bt
28 ut 12 12 12 12
29 7t 11 11 11 11
30 Rt 9 9 9 9 9

31 pt 13 13 13 13 13
32 ot 6 6
33 st 4

34 - 2 2 2 2 2 2

35 otnst 10 10 10 10 10
36 ghnpt 15 15 15 9+13
37 rrngt 9+11  9+11  9+11 9+11
38 rnut 9+12  9+12  9+12 9+12
39 (enstht 5 5 5 5 5
Lo xn (an)J‘ 18+21 18+21 18+21

41 xn (ctnx)t 18+20 18+20 18+20

k2 (F+X) net aq aq aq

L3 otnvt

Lk atn gt L7 L7 L7 8+9
ks Fn (6T +X) @ a1 aq

46 (F+ch)nx aq aq aq

L (G+R)'LL Lk Lh Ll

48 M 27 27 a

k9 wh 19 19

50 Pt q q

51 (rhe o)t 2k

52 wi=vn (Fr+ )t aQ

Anzahl 46 46 Ll 18 29 31
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Diagramm & (F), (G). V36(F ,G) (Satz 3.4, Falle (F), (G), S. 27;
s. Tab. 2 (F)-2 (G), S. 62).
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Tabelle 2 (A)=-2 (G). Die irreduziblen Elemente in den Dia-
grammen 4 (A) -4 (G).

(4),(B) (C),(D) (E) (F),(a)

- 5 o A ot 2
1 T 25 25 25 25
) R1_L_L 2L 2L 2L q
3 R, 2L 24 2L

4 rhnz 23 23 23

5 Fhn(U+z) aq aq aq

6 R2 22 22 q q
7 Ft 18 18 18 18
8 s 9+21%  Q421% 9421  q¥#
9 G 21 21 21 21
10 unz q q q

11 un (F-+2) aq aq aq

12 Unx q

13 unvt

1l U q q
15 (Fru)nz aq aq aq

16 v T+9+13 q

17 F T 7

18 ot 7 7

19 *nrt 6+9+12  6+9+12

20 et R;l 9+15  9+15 9415

21 ot 9 9 9 9
22 R2l 6 6

23 (rtnz)? 4 4 )

2k R, 3 3 3

25 ol 1 1 1 1
Anzahl 25 2l 22 12

in Fallen (B), (D) quasistabil.

*
im Fall (G) orthostabil.
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s. Tab. 3 (B), S. 68).

333

B), S.

(

V3h2(F ,G) (der obere Teil des Diagrammes findet
(satz 3.5, Fall

Diagramm 5 (B).
sich auf Seite 6L)
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Diagramm S5 (C).

3 (C), s. 68).
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VZ,ZQ(F,G) (satz 3.5, Fall (D), S. 33;

Diagramm 5 (D).
S. 68).

3 (D),
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Tabelle 3 (A)-3 (D). Die irreduziblen Elemente in den Dia-
grammen 5 (A)-5 (D).

(4) (B) (c) (D)

Nr. B BJ' BJ' B'L B"L
1 D 56 56 56 56
2 enptt 56 56 56 56
3 rrot 56 56 56 56
L an (F+ Do) aq aq aq aq
5 F0(G+ D) aq aq Qq aq
6 (F+G)nD—+ 56 56 56 56
7 ot 56 56 56 56
8 enztt

9 FoMs

10 M Sk 54 Sk 54
1 L 53 53 53 53
12 wtn 55 55 55 55
13 e 5L 5h o o
1h rH 53 53 53 53
15 S 52 52 52 52
16 N 51 51 51 51
17 H L9 Y] Y] L7
18 K 50 50 50 L6
19 P 39 39 39 39
20 G 38 38 38 38
21 }TLL L9 L9 23
22 KLL 50 50 2l
23 P L7 L7 L7 L7
2l Q 46 46 46 46
25 it 39 39 39 39
26 o 38 38 38 38
27 (p+ )t 43 43 43 L3
28 RNRE 42 42 42 b2
29 R L1 L1 L1 L
30 GJ' n R‘L 3k 3k 3L 3k
31 gt 35 35 35 35

Wird auf der nachsten Seite fortgesetzt.
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Nr. B gt gt gt g
32 ¢tn (rhert) aq aq aq aq
33 (e rD) aq aq aq aq
3h *npt 30 30 30 30
35 F‘L n Q'L 31 31 31 31
36 et 21+26  21+26

37 7Kt 22425 22425

38 ot 26 26 26 26
39 r 25 25 25 25
Lo (F-+ch)nrt aq aq aq qq
b1 g 29 29 29 29
42 (R+ T 28 28 28 28
43 ptngt 27 27 27 27
Ll i n gt 2142k o142k 2142k
L5 Pkt 22+23 22+23  22+23
46 ot 2k 2k 2L 2L
LT g 23 23 23 23
18 rn it 21422 21422

19 - 21 21

50 ™+ 22 22

51 w 16 16 16 16
52 ot 15 15 15 15
53 t 1h 1 1h 1h
5k wt 13 13 13 13
55 (pt et 12 12 12 12
56 ot 7 T T 7
Anzahl 56 52 L9 Lo
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Tabelle 4 (A)-L4 (B). Die irreduziblen Elemente in den Dia-
grammen 6 (A) -6 (B).

(8) (B)

Nr. B B'L BJ'

1 D 29 29

2 H 21 27

3 K 28 28

4 F 22 22

5 G 23 23

6 (5+K) 27 27

7 (Fr)tn(crm)tt 26

8 R0 (F+ ) 20+25

9 (G+H)J‘L 21+25 31

10 RﬂR'L 13425 13+25
1 (F+ )t 20 20

12 (G+H)U‘ 21 21

13 R 25 25

10 rEn(rer)t 13416 13+16
15 70 (g +r)H 13417 13417
16 0 R 13+14  13+14
17 etng 13415 13+15
18 Fn (G'L+R'L) aq aq

19 atn (FJ'+RJ') aq aq
20 rnkt 1 q

21 otnet 12 12

22 F 4 4

23 ot 5 5

2L rhn (F-+ o) aq aq

25 Rt 13 13

26 (Gt +rind) 7 T

27 ot 6 6

28 . 2 2

29 it 3 3

30 Dl 1 1

31 (rH+atnh)tt 9

32 Fn (R +etneh)H a

Anzahl 30 30



L. Haapasalo

Diagramm 7. V

98

(F,aG)

(catz 3.8, 8. 39;

s. Tab. 5, S. T4).
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Tabelle 5. Die irreduziblen Elemente in Diagramm T.

Nr. B BJ'

1 enrenet : 23
2 enFt

3 Gn GJ' q

4 gt 23

5 rhn (g+c6h) Qq
6 on (F-+at) aq
7 otn(g+Fh) q

8 F 20
9 FNG q

10 et 21
11 Fne 8+13
12 G 13
13 ot 16
1 Fn ot 8+13
15 et 8+13
16 o 13
17 rn (gt s o)yt 8+10
18 F 8

19 0 (GJ'L+G'L)‘LL 8+10
20 Ft 8

21 (¢t s b 10
22 (F+c)t "

23 (anFnchyt 2k
2l (an ettt 23
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Tabelle 6. Die irreduziblen Elemente in Diagramm 8.

Nr. B Bt
1 et 23
2 FOF

3 encgt q
4 ar 22
5 et 21
6 F 19
7 ot 18
8 FNG q
9 F"LLnG 6+T
10 Fnott 6+7
1 an (gt +1<‘l)'LL L+T
12 N (G‘J‘L+G‘L)‘LL S+6
13 o 7
14 F 6
15 F'LLﬂGJ'L 6+7
6 e (e b+T
17 (g e b 546
18 GJ‘L T
19 e 6
20 (F sy (e byt L+5
21 (¢ s gyt "5
22 (e 4
23 (F+a)tt 1



L. Haapasalo

(0)

Diagramm 9. U2h(F ,G) (s. 8. k1),

\
T

Diagramm 10. V
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Diagramm 11,

V.08

I

(F,G)

(satz 3.11, S. 45;

s. Tab. 7, S. T8-T9).
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11 1
lagramn 12. v, M, 6Y)  (satz 3.11, s, 45, s. Tab. 7, S.
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Tabelle 7. Die irreduziblen Elemente von V216 in den Dia-

grammen 11 und 12.

Nr. B B'L

1 FNGNH L8

2 FNG L7

3 FNH NS

" GNH ks

5 (F+G)NH aq

6 FN(G+H) aq

7 an(F+H) aq

8 Fn(c+H)t 27437
9 Gn( F+H)J‘L 28+38
10 10 (F+6) 26+36
A ¢ 38

12 F 37

13 H 36

1h (F+u)tn ey Hareat 35

15 (F+H) ﬂ(G+H)J'L 3L

16 (F+H)'l'L (F‘+G)J'L 33

17 (F+o)n(e+m)th 32

18 (Fema((reo)t+ (cem)th aq

19 e+ n ((reo)yt s (ren)th aq
20 (F+o)n((F+m)h+ (6+m)Hh Qq

21 (r+u)t 28
22 (¢+u)t 27
23 (F+c)t 26

24 (F+G+H)'LL 25
25 Frnetnet 2k
26 nct 23
27 ¢t 22

28 ot 21

29 T (Fh+6h) Q@

30 (et i) @

31 ot (rte ) cle]

Wird auf der néchsten Seite fortgesetzt.
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L. Haapasalo

Nr.

Lh+12

3+11

2+13

2+3+L

+ o+ 4+
=4 -+
RS
+ o+ o+

S o o S
f44444499 =

A~ e~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ —

+ o+

—_— — — — — — — — — o~
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s. Tab. 8, S. 83-8k4).

Satz 3.12, S. L6,

(

Diagramm 13.



L. Haawasalo

Tabelle 8.

Die irreduziblen Elemente in Diagramm 13.

Nr. B BL

1 FAGNH Lo

2 N 37

3 GNH 36

L FNG 39

5 FN(G+H) aq

6 GNn (F+H) aq

7 FNn (G+ H)J‘L 19+26
8 (F+H)'l‘L 20+25
9 FnF'l 11+26
10 anat 12425
11 F 26

12 G 25

13 HNn (F+G) aq

14 g0 (F+ )t 18+29
15 B0 16+29
16 H 29

17 Factngt 11+12+16
18 mngt 11+12+14
19 G’LnH'L T+12+16
20 FlnHJ' 8+11+16
21 ot () aq

22 7 (¢t 1) aq

23 atn (FJ'+H'L)J‘L 2+12
2l o (et e )t 3411

25 ot 12

26 rr 1

27 g (Fhe ot aa

28 whn (rh e gt 4416
29 - 16

30 (Fhech)yHn (7t 2+3+h
31 (rh+ ) Hn (ot 243

32 (¢T+i)yHa (rt 34k

Wird auf der néchsten Seite fortgesetzt.
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Nr.

2+L
qq
aq

—_— — — ~— ~— ~— ~—
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(2]

(3]

(4]

[5]

(6]

(7]

(8]

(9]

(101

[11]
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