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Einleitung 

Eine besonders wichtige Rolle in der Theorie der unendlichdimen­

sionalen quadratischen Räume spielen "Wittsche Sätze". Sie befassen 

sich mit den Verallgemeinerungen des klassischen Wittschen Satzes ([3], 

§4; [ 5], §I. 11; [ 11] ) : Jede Isometrie T
0

: F ➔ F zwischen zwei Teilräumen 

eines endlichdimensionalen Raumes E kann zu einer Isometrie T: E ➔ E 

erweitert werden. Der Satz kann ohne Mühe für unendlichdimensionales E 

verallgemeinert werden, vorausgesetzt, dass die Teilräume F endlich­

dimensional bleiben ([10], Theorem 5). Die Fortsetzung einer gegebenen 

Isometrie zwischen unendlichdimensionalen Teilräumen auf den ganzen Raum, 

verlangt dagegen im allgemeinen so scharfe Voraussetzungen, dass es sinn­

voller und nützlicher ist, das zugehörige Kongruenzproblem zu studieren, 

d.h. zu untersuchen, wann es überhaupt eine auf ganz E fortsetzbare

Isometrie zwischen zwei vorgegebenen Teilräumen gibt. Man versucht also, 

ein vollständiges System von orthogonalen Invarianten für einen Teilraum 

F zu finden, welches die Lage von F in E bis auf Isometrien von E 

festlegt. 

Eine grundlegende Bedeutung für diese Untersuchungen hat die i'ol­

gende Kaplanskysche Vermutung gehabt ( s. [ 10] ) : In einem abzählbardimen­

sionalen alternierenden Raum E bilden die Indices des von F erzeugten 

orthostabilen Kaplanskyschen Verbandes (s. Diagramm auf Seite 49) ein 

vollständiges System von orthogonalen Invarianten für F (Unter den 

Indices versteht man die Dimensionen der Quotientenräume der benachbar­

ten Elemente des Verbandes.) Eine Lösung der Kaplanskyschen Vermutung 

für alternierende Räume findet sich in der bemerkenswerten Arbeit von H. 

Gross ([8], Kap. IV; s. auch [6], Satz 4 oder [7]). 

Der Hauptsatz von Gross besagt: Jeder Verbandsisomorphismus 

,: V ➔ V zwischen zwei endlichen distributiven Verbänden von Teilräumen 

von E der die Indices erhält und mit dem Bilden der orthogonalen Kom­

plemente vertauschbar ist, wird von einer Isometrie 'r: E ➔ E induziert, 
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d.h. T X = T X für alle X E V . Der Satz gilt sogar für gewisse un­

endliche vollständig distributive V .  

Durch diesen Satz ist es möglich geworden, Kongruenzprobleme in 

vielen interessanten Fällen mit einem Schlage zu lösen. Wieviel Erfolg 

man aber mit diesen Verbandsmethoden hat, hängt sowohl vom Charakter des 

zum Problem gehörenden Verbandes (als auch von "arithmetischen" Invarian­

ten des Raumes E )  ab: will man die Existenz von Isometrien beweisen, 

welche gegebene Teilräume aufeinander abbilden, so steht man im allge­

meinen vor der nicht zu bewältigenden Aufgabe, den von den gegebenen 

Räumen erzeugten orthostabilen Verband zu berechnen. Die Schwierigkeit 

beruht auf der Tatsache, dass der Verband im allgemeinen unendlich und 

nicht distributiv ist. (Eine bedeutsame Arbeit im Falle eines unend­

lichen Verbandes V stellt [1] dar.) 

Das Ziel unserer Arbeit ist es, eine Verbandsmethode einzuführen, 

durch die man das entstehende Konstruktionsproblem in vielen Fällen ohne 

die Orthostabilität des Verbandes lösen kann. Unter dem Konstruktions­

problem versteht man die Aufgabe, die gewünschte Isometrie T: E + E 

mittels einer rekursiven Konstruktion zu finden. Anstatt nach unend­

lichen orthostabilen Verbänden zu suchen, reicht es nämlich oft aus, die 

Konstruktionsaufgabe für ganz einfache endliche Verbände zu lösen. Die­

sen wichtigen Vorteil erreicht man, wenn gewisse Indices des Verbandes 

als endlich vorausgesetzt werden dürfen. 

Um uns auf die verbandstheoretischen Schwierigkeiten konzentrieren 

zu können, beschränken wir uns auf alternierende Räume. 

Im ersten Teil der Arbeit wird unsere Verbandsmethode eingeführt. 

Der zweite Teil besteht aus Anwendungen der neuen Methode. Bei den An­

wendungen wird auch die Technik studiert, mit der die nicht distributi­

ven Stellen des Verbandes bei der rekursiven Konstruktion überwunden wer­

den können. 

1. Allgemeine Begriffe und Bezeichnungen

Wir betrachten einen Vektorraum E von abzählbarer Dimension über 

dem kommutativen Körper k (mit beliebiger Charakteristik), versehen 

mit einer alternierenden, nicht ausgearteten Bilinearform �: E x  E + k 

(also �(x, x) = 0 für alle x E E). Die Teilräume von E werden mit 
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der von w induzierten Form versehen. Ist F ein Teilraum von E 

(dies wird immer kurz mit c bezeichnet), so nennen wir den Raum 

F� := { x E E w(x, f) = 0 für alle f E F} das Orthogonalkomplement 

von F in E Wir sagen, dass der Teilraum F nicht ausgeartet ist, 

falls sein Radikal rad F := F n F� gleich (0) ist (insbesondere gilt 

also E� = ( 0) ) . Liegt F 1n F� , so nennen wir F total isotrop. 

Weil Fil der Abschluss von F bezüglich der von Q induzierten 

linearen Topologie 

F
il 

gilt. Liegt 

TQ 
F in 

ist, nennen wir F abgeschlossen, falls 

G�, so sagen wir, dass die Teilräume 

F

F und 

G senkrecht aufeinander stehen und bezeichnen dies mit F � 
G .  Stehen

in F ffi G die Summanden senkrecht aufeinander, so schreiben wir kurz 

F ffi� G . 

Zwei 

falls eine 

T: E + E 

Eine 

alternierende Räume 

Isometrie T: (E , W) 

(E , W) 

➔ 
/\ /\ 

(E , W) 

(� 
/\ 

und , Q) 

, d.h. eine 

mit 
/\ 
w(T x,Ty) = w(x, y) fÜr alle X ,  y 

beliebige Menge V von Teilräumen von E 

sind isometrisch, 

k-lineare Bijektion

in E existiert. 

wird durch die 

Inklusion c auf natürliche Weise teilweise geordnet. Enthält V für 

jede Teilmenge { F , G} � V ( das Supremum) F + G und ( das Infimum) 

F n G ,  so heisst V ein Vektorraumverband. Existieren Summen und 

Durchschnitte in V sogar für beliebige Teilmengen U von V , so ist 

V ein vollständiger Verband. Der Verband aller linearen Teilräumen von 

E ist vollständig und wird mit L(E) bezeichnet. 

Sei V' Teilverband von V Fallen fÜr jede Teilmenge u sup u

in V' mit sup U in V und inf u in V' mit inf u in V zusam-

men, so heisst V' ein vollständiger Teilverband von V .  Alle in die­

ser Arbeit betrachteten Verbände sind vollständige Teilverbände von 

L(E) . Jeder Vektorraumverband ist modular, d.h. die Bedingung 

(F + G) n H = F + G n H für alle F , G und H von V mit F c H gilt. 

Er heisst distributiv, falls die stärkere Bedingung (F + G) n H 

G n H für alle F , G und H von V gilt. Im allgemeinen hat V die­

se Eigenschaft nicht, ist also nicht distributiv. 

Ein Element A von V heisst orthostabil, falls in V

liegt. Enthält V nur orthostabile Elemente, so heisst er ein ortho-

stabiler Verband. Der von der Familje erzeugte ortho-

stabile Verband ist der kleinste orthostabile Teilverband von L(E) , 

der {F
1

, .•• ,Fk} enthält und wird mit V
s(F

1
, ... ,Fk) bezeichnet.

Das Symbol V
+,n

(F
1 

, •.• , F
k

) bedeutet immer den kleinsten Verband, der
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{F 1 , ... , Fk} enthält. Sind innerhalb eines Kontextes keine Missver­

ständnisse darüber zu befürchten, welcher Verband gemeint ist, so 

schreiben wir Vn
(F1

, ... , Fk) oder oft einfach V , wo die natürliche 
n

Zahl n die Kardinalität der Menge V angibt. 

Ein Element D von V heisst (+)-irreduzibel, falls D 

A + B , A , B E V nur dann gilt , wenn 

(+)-prim, falls D � A+ B ,  A ,  BE V 

D = A oder D B . 

nur dann gilt, wenn 

D E V heisst 

D c A oder 

D c B Droht kein Missverständnis, so sagen wir kurz irreduzibel und 

prim. Ist D nicht irreduzibel, so heisst D reduzibel. 

Ein Element 

gung erfüllt ist: 

impliziert, dass 

ständiger Verband 

D von V heisst kompakt, falls die folgende Bedin­

D CIA. 
-

i 
für eine beliebige Familie 

D c A
1 

+ ... + A
n 

für endlich viele A
i

{A.} rn V

Ein voll-

V ist algebraisch, falls jedes Element von V

Summe von kompakten Elementen ist. Der Verband L(E) ist offensicht­

lich algebraisch und folglich sind alle in dieser Arbeit betrachteten 

Verbände als vollständige Teilverbände von L(E) algebraisch (s. Lemma 

IV. 4 in [ 8] ) .

Hat ein Element DO E V die folgende Eigenschaft: D
0 

� D und

es gibt kein X E V mit DO � 
+-

Xe D ' so heisst DO Vorgänger von

und wird mit D bezeichnet. Offensichtlich hat jedes von (0) ver-

schiedene irreduzible V einen eindeutigen Element D E Vorgänger D 

Die Indices von V sind die Dimensionen dim B / A der benachbarten 

Elemente von V

D 

Die Teilverbände V und V von L(E) sind isomorph, falls ein 

Verbandsisomorphismus t: V+ V existiert, d.h. eine Bijektion mit der 

Bedingung t(A) � t(B) genau dann wenn Ac B . In dierser Arbeit wird 

jedes t immer die Indices erhalten, also indextreu vorausgesetzt sein. 

2. Der Hauptsatz

In diesem Kapitel wird eine Verallgemeinerung des Satzes IV.1 von 

[8] (s. auch Theorem 1 in [7]) bewiesen, wobei die Voraussetzung der

Orthostabilität des Verbandes vermieden werden kann. Ferner wird der

Satz so formuliert, dass man auch auf die Distributivität des Verbandes

verzichten kann, wenn die nicht distributiven "Stellen" eine geeignete

Lage im Verband aufweisen.
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D e f i n i t i o n 2. 1 . Seien V , V vollständige Teilverbände von 

L(E) Ein Verbandsisomorphismus T: V➔ V heisst Orthoisomorphismus, 

falls mit jedem orthostabilen A E V (und orthostabilen TA E 17) auch 

das Element TA (respektive A) orthostabil ist und für jedes ortho­

stabile A E V gilt 

( T A).l 

(insbesondere ist also mit T auch 
-1 

T Orthoisomorphismus). 
In dieser Arbeit wird jeder Orthoisomorphismus indextreu vorausge­

setzt sein. 

De fin i t  i o n 2 .2. Seien V , V vollständige Teilverbände von

L(E) und sei T: V➔ V ein Orthoisomorphismus. Ein Kandidat (oder 

Teilisometrie) bezüglich T ist ein Tripel K = (w' T 'w) ' wo w und

W endlichdimensionale Teilräume von E sind und T: W ➔ W eine Iso­

metrie mit den folgenden Eigenschaften ist: 

(Kl) T(A n w) = T(A) n w für alle A E V.

(K2) 

von V .

(K3) 

von V .

Ein 

falls wo 

nin ( w +Ai) = W + niEI Ai , für eine beliebige Familie

niEI (w +Ai) = W + niEI Ai , für eine beliebige Familie

Kandidat Ko = ( wo ' To ' wo) heisst ein Unterkandidat von

'= w ' wo cW und TO = TI W 0 gelten. Wir sagen auch,

K eine Erweiterung von Ko ist und bezeichnen dies mit K
0 

'= K

{A.} 
l 

{A.} 
l 

K ' 

dass 

De f in i t i o n 2. 3. Sei T: V ➔ V ein Orthoisomorphismus 

zwischen Teilverbänden V, V c L(E) . Dann heisst T zulässig, falls 

eine Familie F von Kandidaten (bezüglich T) existiert mit den folgen­

den Eigenschaften: F enthält (mindestens) einen Kandidaten K
1 

=

(W1 , T1 , W1) derart, dass

(1) Für alle (+)-irreduziblen nicht primen Elemente DE V gibt

es einen Unterkandidaten Ko = (Wo, To, wo) von K1 mit D = D Eil wo .

(2) Für alle nicht orthostabilen (+)-irreduziblen Elemente BE V

ist wenigstens e1'.ne der folgenden Bedingungen erfüllt: 

(2. 1) 

(2.2) 

B ':: w1 ,

B ist orthostabil und es gibt einen Unterkandidaten K
0 

mit B = B Eil w0 , 

und T
1 

(B.l ) (TB/ 

Notation. Wir werden oft die Bilder TA unter T: V ➔ V kurz 
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mit A bezeichnen. 

S a  t z 2. 4 ( der H a u p t  s a t z). Sei ( E , <I>) ein nicht ausgearte­

ter alternierender Raum von abzählbarer Dimension und seien V ,  V 

vollständige Teilverbände von L(E) . Sei ferner T: V ➔ V ein index­

treuer Orthoisomorphismus. Dafür, dass T von einer Vektorraumisome­

trie T: E + E induziert wird, ist hinreichend, dass die folgenden

Eigenschaften erfüllt sind: 

(I) Die korrrpakten Elemente von V sind Summen von den (+)-ir­

reduziblen Elementen. 

(II) T ist zulässig.

Bevor wir den Beweis des Satzes beginnen, machen wir die folgenden

Vorbereitungen: 

Bemerkung 1. Ist A ein beliebiges Element von V , so gibt es 

kompakte Elemente K
i 

E V , i EI , mit 

dingung (I) des Satzes können wir jedes 

A = IiEI K
i • Wegen der Be­

K. als (endliche) Summe der 
i 

irreduziblen Elemente D .. 
iJ schreiben:

Wegen 

A I 
in 

n 
ifl 

p. 

I D.. p. < CO • 

j=1 
iJ i 

p. 
i 

.l 
n D .. 

j=1 iJ

genügt es, die Orthostabilität nur für die irreduziblen Elemente zu 

betrachten. 

Bemerkung 2. Erfüllt ein Element B die Bedingung (2) in Defi-

·t· 2 3 • • • 1) • • 
ni ion . , so nennen wir es quasistabil ; ein nicht primes Element,

das die Bedingung (1) in Definition 2.3 erfüllt, wird quasiprim genannt. 

Wir sagen auch, dass die irreduziblen Elemente mit (1) und (2) vom er­

laubten Typ sind. Der Hinweis auf F (oder K
0 

, K
1 

) wird dabei mei­

stens unterdrückt. Ebenso nennen wir einen Verband V c L(E) , dessen 

nicht stabile Elemente alle vom erlaubten Typ sind, kurz quasistabil. 

Le m m a  2. 5. Sei K 
1 der in Definition 2. 3 erwähnte Kandidat

und K : = (w, T ,  W) eine beliebige Erweiterung von K
1 

. Dann gilt 

1)
In Tabellen werden wir quasistabile Elemente kurz mit dem

Symbol (q) und quasiprime Elemente mit (qq) bezeichnen. 
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(Ll) für alle A E V. 

Beweis des Lemmas. Nach Bemerkung 1 genügt es zu zeigen, dass (11) 

für alle irreduziblen Elemente A von V gilt. 

Ist A orthostabil, so folgt die Behauptung sofort aus der Defi­

nition 2.2, weil A� ein Element von V ist. Sei also A nicht ortho­

stabil. 

Ist die Voraussetzung (2. 1 ) oder (2.2) in Definition 2.3 erfüllt, 

so gibt es einen Unterkandidaten K
0 

= (w
0

, T
0

, w
0

) von K derart, 
+ + + + 

dass A = A ffi w
0 

mit A orthostabil oder A::: w
1 

. Ist A::: w
1 

, so 
+ 

ist (1 1 ) trivialerweise erfüllt, und ist A stabil, so schliessen wir 

wie im orthostabilen Fall, dass 

gilt. 

Ist die Voraussetzung (2.3) in Definition 2.3 erfüllt, dann folgt 

(1 1 ) aus der Beziehung 

L e m m a  2 .6. Sei K = (W , T , W) ein Kandidat. Dann gilt 

dim ( ( A n w�) / ( A n ( w + A
0

) n w�) )

dim( A n w1-) /(An (w + Ao) n w1-))

für alle A
0 

, A E V mit A
0 

:= A . 

Beweis. Wir werden die Dimensionen in sechs Etappen (wie in [8], 

Seiten 115-1 1 6) am folgenden Diagramm berechnen: 
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A n w1 
( 5) 

( 1 °) Weil 

< 

A 

(4) 

= dim(W) < 00 

und weil w-L abgeschlossen ist, gilt wegen der Modularität 

dim(A / A n w1) dim( (A + W.L) / w1) = dim(Wil / (A + W.L).L) 

dim(W / w n A.L) . 

Nach Lemma, 2,5 iot 

- - -.L 
= dim( w / w n A )

Gehen wir in der umgekehrten Richtung zurück, so bekommen wir die Glei­

chung 

( 1) 

(2) 

für alle A E V. 

(2°
) Weil (W , T, W) ein Kandidat ist, gilt 

dim(((A
o

+W) n A)/A
o

)

dim ( ( w n A) / ( w n A
0 

) ) 

dim( (w n A + A
0

) / A
0

) 

dim ( ( w n A + A
0

) / A
0

)

= dim( (w n A) / (w n A
o

))

dim( ( (A
0 

+ w) n A) / A
0

) . 
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(3) 

(3°) Wie in (1°) schliessen wir die folgenden Gleichungen: 

dim ( ( ( w + A0 ) n A) / ( ( w + A0 ) n A n w_1_) )

dim(((W+Ao) n A+WJ_) /�) = dim((Ao+W n A+�) /WJ_) 

dim(Wil / (Ao + WJ_ + w n A)J_) 

dim(w / ( (w n A/) n w n (w n A/)) 

dim(w / ( (w n """i./) n w n (w n """i./)) 

dim( ( (w + Ao) n A) / (w + Ao) n A n WJ_) . 

(4°) Weil T indextreu ist, erhalten wir nach (2): 

13 

(4) dim(A/ ((W+Ao) n A)) = dim(A/ Ao) - dim(((W+Ao) n A) / Ao)

dim(A/ A0) - dim(((W+A0) n A) /A0)

= dim(A / ( (w + Ao) n A)) 

(5°) Nach den Gleichungen (3) und (4) folgt also 

( 5 ) dim ( A / ( ( w + Ao ) n A n �) ) 

(11): 

(6) 

dim(A/ ((W+Ao) n A)) - dim(((W+Ao) n A) / ((W+Ao) n An�)) 

dim(A/ ((W+A0) n A)) - dim(((W+A0) n A) / ((w+A0) n An w_1_))

= dim(A/ ((W+A0) n An w1)) .

(6°) Nach der Substraktion gilt wegen (1) und (5) schliesslich 

dim( (A n �) / ( (w + A0) n A n w_1_))

dim(A/ ((W+Ao) n An WJ_)) dim(A/ (An WJ_)) 

dim(A / ( (w + A0) n A n w_1_)) dim(A /(An w_1_))

= dim((A n w1) / ((w+A0) n An w_1_)) .

Beweis des Satzes 2.4. Wir beginnen mit K1 und werden rekursiv

eine Kette K1 � K
2 

� K
3 

� ... von Kandidaten K. = (W. , T. , w.)i i i i 
( i E JN ) so konstruieren, dass U W i und U W i mit ganz E zusammen-

fallen. Durch diese rekursive Konstruktion wird eine Isometrie 

T: E ➔ E mit den gewünschten Eigenschaften geliefert. Wir können an-
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nehmen, dass wir schon die Kandidaten K 
1 

, K
2 

, ... , K
p 

konstruiert

haben. Um den nächsten Schritt auszuführen, bezeichnen wir kurz W ·= 

W W := W und T := T p p p
Wir haben also das folgende Konstruktionsproblem zu lösen: Für 

einen gegebenen Vektor x E E, W haben wir einen solchen Vektor x E 

E 'w ZU finden, dass T sich ZU einer Isometrie Tl: w ® (x) ➔ w ® (x)

erweitern lässt. Weiterhin soll (W ® (x) , T1, W ® (x)) eine Erweite­

rung von (W , T , W) sein. Wir definieren den Filter 

M := M(x ,W) := {zEVixEW+Z} 

Als ein Filter des vollständigen Verbandes V ist M ein Hauptfilter. 

Sei V := V(x , W) der Erzeuger von M . V ist ein kompaktes Element 

von V

Wir führen die Konstruktion zuerst in dem Fall durch, dass V ir­

reduzibel ist (Fall (A)). Die Konstruktion lässt sich danach leicht für 

den allgemeinen Fall (Fall (B)) erweitern. Dies beruht auf der Tatsache, 

dass V nach der Voraussetzung (I) eine endliche Summe von irreduziblen 

Elementen ist. 

Fall (A). Sei V ein irreduzibles Element von V . Nach der Wahl 

von K1 wird kein von den nicht primen irreduziblen Elementen den Filter

M erzeugen, also ist V prim. Ferner ist V verschieden von seinem 

Vorgänger 

und wegen XE w + D können wir annehmen, dass X in V liegt. 

Um den Kandidaten (W , T ,  W) zu einem Kandidaten (W1 
, Tl ' W1

)

W ® (x) und w\ = w ® (xl zu erweitern, haben wir also einen mit 

Vektor X in E zu finden mit X E V ' (w + V) . Offensichtlich muss 

V der Erzeuger des Filters M(x , W) sein. Zerlegen wir w lD 

w w n v.1 ® F mit 

so können wir nach Lemma 2,5 W in 

w W n V
..L 

® T(F) mit 

aufspalten. Wegen der Beziehung V
..L 

n T(F) = ( 0) gibt es nach dem Lemma

von Kaplansky (s. [8], Lemma I.8 oder [10], Lemma 5) einen Vektor y' E V 
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derart, dass 

w(y' , T f.)
i 

w(x, f.) 
i 

für alle i = 1 , , n , und somit 

w(y' , w) 

gilt. 

Liegt y I in 

bilden und W
1 

:= W m

Sei jetzt aber 

und ein w E W n V .

w = 

V'-

(x) 

y' 

Wir 

w(x, w) 

(V+w) ' so können 

, +
w1 : = w m (y')

E (V+w) ' also y'

spalten jetzt w 

mit 

wir offenbar X auf y'

definieren. 

d0 + w für ein d
O 

E v

in 

Unabhängig davon, ob V orthostabil ist oder nicht, können wir wieder 

nach Lemma 2.5 wie folgt schliessen: 

w 

Es gibt also einen Vektor d 

Wegen 

-1-
w(d , T g.)

i 

-1-
w(-x + d+T w ,W )

in 

-1- r (T g.). 1 •i i= 

15 mit 

für alle i 1, ... , r . 

-w(x, W) +w(d+;, W)

-w(y',w)+q,(y',w) o 

15 

ab-

-1-
steht der Vektor x0 : = - x + d + T w senkrecht auf W . Ferner, wegen

x0 (t W + 15 gilt die Ungleichung

Nach Lemma 2 .6 gibt es einen Vektor O * t E V n w-1 --.... (i + w) Es gilt 

q,(y' + t ,  w) w(y' , W) q,(x, w) , 

so dass wir T zu einer Isometrie T1: W m (x) ➔ W m (x) erweitern

können indem wir x auf x : = y' + t abbilden. 

Wir beweisen als nächstes, dass K1 := (w1, T1, w1) ein Kandidat
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ist. Für den Beweis von (K 1 ) sei A ein beliebiges Element von V . 

Weil V der Er zeug er von M ( x , W) ist, können wir wie folgt argument ie-

ren: Im Falle V c A 

T1((wn A) ® (x)) =wn

und deshalb T1(w1 n A)

erfüllt. 

gilt x E V c A und somit T1(w1 n A)

A ® (�) = w1 n A .  Im Falle V 9= A gilt V� A 

T1(w n A) = w n A = w1 n A Also ist (K1)

Der Beweis von (K2) fordert auch zwei Etappen. Sei {Ai} iEI eine

beliebige Familie von Elementen von V 

Nehmen wir zuerst an, dass A. fÜr alle i in M liegt, so gilti 
auch A. E M für alle i und somiti 

n (W1 +Ai) n (W + A.) W+ n A. w + n A.
iEI iEI i iEI i 1 iEI i

Dieselbe Argumentation lässt sieb auch für die Familie {A.} wiederholen. 
i 

Wir nehmen jetzt an, dass es wenigstens ein k E I  gibt mit 

� 1 M . Es ist hinreichend, die Inklusion 

n (W1+Ai)
iEI 

c w + n A.
- 1 iEI i

zu beweisen, da die umgekehrte Inklusion trivial ist. 8 1_el d = 

w. + A.x+a.
l .L l.. 

ein beliebiger Vektor von n. rT 1 w' + A, 1 A. E V , Ac 1 M } 
J_t:_.j_ - 1 .l • ..L ..L 

Wäre jetzt Aj * Ak für ein

( wk - w j) + ( \ - A j) X + ak - a j
Das ist aber unmöglich, weil 

j , dann würde aus der Gleichung O = 

folgen, dass x rn W+(�+Aj) liegt. 

(V) ein Primfilter ist und weder �

noch A. rn M liegt. Also gilt
J 

und hiermit auch 

n 
iEI 

(W + A.) 

w + n
iEI 

i 

{ A. E: V 
i 

A. E V , A. 1 M}
i i 

A. 1 M}
i 

d E w1 + n { A. E V I A. i M} 0 

iEI i i 

Die Konotruktion iot fertig im .!<'alle eineo irreduziblen D . 

Fall ( B). Sei V ein reduzibles Element von V . Aus der Voraus­

setzung ( I) folgt, dass V = V + V + ... + V eine Summe von endlich-1 2 n 
vielen irreduziblen Elementen V. E V ist. Diese Summe können wir ir­

i 

redundant annehmen, also 
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V * V + ... +V +V + ... +V 1 k-1 k+1 n

für alle k Wir zerlegen x in x = x1 + ... + x mit x. E V. und
n i i 

definieren V11 : = V(x1
, W) Aus den offensichtlichen Beziehungen

V11 ':: V1 und V11 +V
2

+ ... +V
n E M(x, W) folgt die Gleichung

V + V + ... + V = V + ... + V , aus der Modularität die Gleichung11 2 n 1 n 
V1 = V1 n (V11 +

V
2

+ ... +V
n ) = V11 +V1 n (V

2
+ ... +Vn ) , und aus der

17 

Irreduzibilität von V1 folgt V1 = V11 Dies besagt, dass V(x1
, W)

irreduzibel ist, sodass wir (w, T, W) zu (w
1 
, T1 , w1) erweitern kön­

nen indem wir w1 = W (1) (x1) nach Fall (A ) finden. Wiederholen wir die

Argumentation, so sehen wir dass V(x. , w. 
1) = V. 

J J- J 
für alle 

gilt. Die Konstruktionsaufgabe wird gelöst, wenn wir den Prozess von 

Fall (A ) n Mal wiederholen. 

Der Hauptsatz ist bewiesen. 

3. Anwendungen

3. 1. Vorbemerkungen

Durch den eben bewiesenen Hauptsatz ist es möglich geworden, die 

Existenz von gewünschten Isometrien in vielen Fällen zu beweisen, ohne 

dass man den zu Problem gehörenden orthostabilen Verband kennt. Dieses 

Kapitel besteht aus einigen solchen Anwendungen. Es ist praktisch, die 

folgenden Lemmata zu benutzen. 

L e m m a 3. 1 . Seien V und V zwei zu einem Konstruktionsproblem 

gehörende Verbände mit dem indext.reuen Orthoisomorphismus T: V ➔ V . 

Ferner seien Xi '= Y 
i , i = 1 , ... , n , benachbarte Elemente von V 

mit den folgenden Eigenschaften: 

( 1) dim Y. / X. < oo 

i i 
i 1 , ... , n 

(2) Y. X. (1) A .
i i i i 1, ... , n ,

(3) A. n (ffi . .  A.) = (0) .
i J*i J 

Hinreichend dafür, dass Supplemente A.
i 

von 

mit einer Isometrie 

n 
(iJ 

i=1 
A. 

i 

n 
(iJ 

i=1 
A. 

i 

X .
i 

in Y. 
i 

i 1 , ... , n, 

existieren ist, dass V ein Element V mit den folgenden Eigenschaften 
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enthält: 

( 4) 
n 

X. V C ni=1 i 

(5) v1- n o:�=1 
K.)i 

1,,n Y. . 
i 

Beweis. Seien A.* 
i 

Supplemente von 

A. =
i 

X. 
i 

in 

(0) für beliebige Supplemente K.
i 

von 

i = 1 , ... , n , beliebige "provisorische" 

Y. und seien
i 

A. *

i 

X. 
i 

fÜr i , n . Zuerst definieren wir eine Isometrie 

indem wir abbilden. Falls 

indem auf abgebildet wird. Andernfalls haben wir den 

Vektor a12• zu korrigieren. Weil das Element V =  ,(V) 
dingung (5) für beliebige Supplemente K.* von X. in 

i i 

auch die Be­

y. erfüllt, 
i 

gibt es nach dem Lemma von Kaplansky (S. [8], Lemma I.8) einen Vektor 

x12 E V mit

Ferner, wegen 
x12 E Vc x1 

liegt der Vektor a12 
·=

einem Supplement von x1 
in y1 und 

{a11 '
a

12} ist

Die Abbildung 1/11 wird zu einer Isometrie 1/12: (a11) ®
erweitert indem auf abgebildet wird. 

den Prozess Mal und definieren 

das mit A1 
isometrisch ist.

a12'+x12 in 

linear unabhängig. 

(
a

12) + (a
11) ®

Wir wiederholen 

Um den allgemeinen Schritt darzustellen schreiben wir 

A 

und setzen voraus, dass wir schon die Supplemente A. 
i 

i 

und die Vektoren j = 1 , ... , s mit einer Isometrie 

1 , ... , r - 1 
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A ➔ (ffi A.) ffi (ffi (;:;:--:-)) 
i rJ 

A 

( t • = dim A = p 1 + ... + P
r_ 

1 + s gefunden haben. Gilt nun

q,(a ' , A) 
rs+1 q,(a 1 , A) ,

rs+ 

so können wir wieder einen Korrekturvektor xrs+1 E V c X
r mit

q,(xrs+1 '
A) q,(a 

1 
, A) - q,(a ' , A) rs+ rs+1 

finden und danach 

diese Weise wird 

ars+1 auf a : = a ' 
rs+1 rs+1 

ij\ zu einer Isometrie \/Jt+1 

+ x abbilden.
rs+1 

erweitert. 

Auf 

Wir wiederholen den Prozess, bis die gewünschte Isometrie kon­

struiert ist. Man bemerke, dass wir wirklich die Bedingung (5) für 

beliebige Supplemente Ki* fordern müssen, weil wir während des Pro­

zesses immer nach dem Korrektur ein reduziertes Supplement modulo V 

haben. 

Im folgenden kommen wir oft in die Lage, explizite Supplemente A. 

von Räumen X. in entsprechenden Oberräumen Y. einzuführen. Wir haben 
i i 

dabei oft die im obigen Lemma beschriebene Situation. 

Wir werden oft stillschweigend das folgende triviale Lemma benut-

zen. 

Le m m a  3. 2. Zwei endlichdimensionale alternierende Räume sind

genau dann isometrisch, wenn ihre Radikale die gleichen Dimensionen 

haben. 

3. 2. Über geschachtelte Paare ( F , G)

In diesem Kapitel betrachten wir geschachtelte Paare G c F c E , 

G c F c E und fragen nach Isometrien T: E ➔ E mit T(F) = F und 

T(G) = G .  Um unsere Verbandsmethode mit zulässigem Orthoisomorphismus 

darzustellen, beginnen wir mit dem trivialen Fall eines endlichdimensio­

nalen G . 

Wir berechnen zuerst den von F erzeugten Kaplanskyschen Verband 

v14(F) in Diagramm (Seite 49) (s. auch [6], S. 147 oder [ 10], S. 11).

Durch die Indices des Verbandes v14 wird die Bahn von F charakteri­

siert. 

Um das System orthogonaler Invarianten des Paares ( F , G) zu be­

stimmen, haben wir einen zu diesen Voraussetzungen assoziierten Teilver-
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band V von V ( F , G) zu finden. Beim Suchen eines solchen Verbandes
n s 

ist es oft praktisch, einen "Algorihtmus" von folgender Art zu benutzen: 

Wir beginnen mit einem geeigneten Verband V(F) , V(G) oder V(F, G) 

(oben mit dem Kaplanskyschen Verband) und setzen voraus, dass wir gleich­

zeitig den entsprechenden Verband mit Balken (d.h. V(F) , V(G) oder 

V(F, G) haben. In jedem Schritt testen wir die irreduziblen Elemente 

des Verbandes. Das gestellte Problem wird gelöst, falls wir schliess­

lich einen orthostabilen oder quasi stabilen Teil verband V
k 
( F , G) � 

V (F , G) haben, dessen irreduziblen Elemente bezüglich eines zulässigen 

Orthoisomorphismus T: V
k

(F, G)-+ V
k

(F, G) vom erlaubten Typ sind. Für

diesen Verband hat dann die Abbildungsaufgabe (oder Konstruktionsaufgabe) 

eine Lösung, d.h. eine den Orthoisomorphismus T erzeugende Isometrie 

T: E-+ E lässt sich definieren. 

Im obigen Fall fügen wir zuerst in den Kaplanskyschen Verband 

v14(F) das Element G zu, und erhalten danach den Verband v20(F , G) 

in Diagramm 2 auf Seite 49. Setzen wir also G endlichdimensional vor­

aus, so können wir die Abbildungsaufgabe bereits für diesen Verband 

lösen, wenn wir die offensichtlich notwendige Bedingung 

dim G n G
.l 

dim G n G
.l 

stellen. (Man betone, dass also rad G nicht notwendigerweise ein 

Element des Verbandes sein muss.) Wegen Lemma 3.2 gibt es nämlich dann 

einen Kandidaten ( G , T 
1 

, G) , sodass

(gemäss Definition 2.3) sind. 

G und G n � vom erlaubtem Typ 

Wir haben als nächstes einige hinreichende Bedingungen für F und 

G eingeführt, dafür dass eine Isometrie T: E-+ E mit T(F) = F und 

T(G) = G existiere. 

S a t z  3.3. Es gelte

G CF und GcF 
-il
F � E ; 

ferner sei mindestens eine der folgenden sechs Bedingungen erfüllt: 

(A) < 

(d.h. dim((G
.l 

n (F n F.l).l) / (G
.l 

n (F n G
.l

)
.l)) < oo) 

und (F
.l 

+ G n G.l
)il C � + Gil n G

.l
' 



L. Haapasalo

(B) 

(C) 

(D) 

(E) 

dim((FJ_
+F n GJ_

)
J_J_/ (FJ_

+Gil n GJ_
)
J_J_

) < 00 

(d.h. dim((F n (Gil n GJ_/) / (F n (F n GJ_/)) < 00)

und (FJ_ 
+ G n GJ_

)
J_J_ � FJ_ + Gil n GJ_ ,

dim( (FJ_ + F n GJ_
)

J_J_ / (FJ_ + G n GJ_
)

J_J_
) < OO 

(d.h. dim( (F n (G n GJ_
)

J_
) / (F n (F n GJ_

)
J_

)) < OO ), 

- -J_ - -J_ dim((F n G ) /rad(F n G )) 

- -.l - -J_ dim((F n G ) /rad(F n G )) 

(F) FJ_ 
+ Gil ist abgeschlossen

2 1 

und entsprechende Bedingungen (A), ... ,(F). Dann repräsentieren die Dia­
grarrone v

241 
(Fall (A), auf Seite 50), V239 

(Fall (B), auf Seite 51),
V228 (Fall (C), auf Seite 52), v

58 
(Fall (D), auf Seite 53), V

1 10 
(Fall (E), auf Seite 54), und V

121 
(Fall (F), auf Seite 55) Teilver­

bände von V (F, G) (wir sprechen in jedem Fall vom "assoziierten Ver-
band"). 

Hat in einem der Fälle der assoziierte Verband V dieselben (ent­
sprechenden) Indices wie der zum Paar (F, G) gehörige entsprechende 
Verband V ,  dann existiert in diesem Fall sogar ein zulässiger Ortho­
isomorphismus T: V + V . Insbesonder'e b'ilden also 'ir1 jedem der sechs 
Fälle (A), (B), (C), (D), (E), und (F) die (endlich vielen) Indices des 
zugehörigen assoziierten Verbandes ein vollständiges System orthogonaler 
Invarianten des Paares F , G in E modulo der orthogonalen Gruppe von 
E . 

Beweis. Wir gebrauchen die folgenden Bezeichnungen 

p Gil n GJ_ 

Q Gil n �

R F n FJ_

s G n GJ_

T G n FJ_ 
,

u P n (FJ_
+S)

il 
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V F n G
..L 

, 

X (F n G..L
)

..L v
..L 

y V n (F..L 
+ P)..L..L ,

z p n (R + S) . 

Fall (A). Sei die Voraussetzung (A) erfüllt, es gelte also 

< 00 

Um die rekursive Konstruktion für den assoziierten Verband V
247 

(s. Diagramm 3 (A), auf Seite 50) durchzuführen, schreiben wir 

(F + X) n G
..L 

(F n G
..L 

+ X n G
..L

) Eil A
1 

G
..L 

n Y
..L 

(F + X) n G
..L 

Eil A 2

F n (G
..L 

+ X) ( }' f1 
.L 

G + t [1 X) l:IJ A
3 ,

G
..L 
n R

..L 
G

..L 
n Y

..L 
Eil A

4 

(F + G
..L

) n X (FnX+G
..L

n X) Eil A
S 

• 

Wegen der Bedingung 

·v...L_(� . \
II \ \fj 1\ _;

·
\ i=1 

(0) 

können wir nach Lemma 3.1 solche Supplemente 

Räumen in V finden, dass eine Isometrie 

4 
Eil 

i=1 
A. 

i 

4 
Eil 

i=1 

existiert. Wegen der Bedingung 

A. 

A. 
i 

' 

fü_r die entsprechenden 

k�nnen wir ferner dBs �ipplement A
5 

so definieren, dass �O sich zu

einer Isometrie 

5 
Eil 

i=1 
A. 

l 

5 
Eil 

i=1 
A. 

l 

erweitern lässt (die Basisvektoren eines Supplements A
5

* werden mit 

Vektoren von F n X+ G
..L 

n X korrigiert wie beim Beweis des Lemmas 3. 1).

Wir wählen für die rekursive Konstruktion 
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zum ersten Kandidaten. Die irreduziblen Elemente von v247 
werden in

der Tabelle 1 (A) auf Seite 56 betrachtet. Die Elemente 17 , 38 , 40 

und 41 werden wie folgt diskutiert: 17
.l 

X+� , weil X.l 
endliche 

Codimension in X+� hat; 40
.l 

= � + F n X , weil F n X endliche 

Codimension in � + F n X hat; analogerweise gilt 41
.l 

� + G
.l 

n X 

und schliesslich 38
.l 

R + U , das als V n ( � + S )
il 

abgeschlossen ist. 

Die nicht orthostabilen irreduziblen Elemente 112 - 46 sind nach 

der Wahl von K 1 quasistabil ( q), und die Elemente 42 , 45 und 46

sind quasiprim und quasistabil (qq). Die Konstruktion im Fall (A) lässt 

sich also nach Satz 2.4 durchführen. 

Fall (B). Sei die Bedingung (B) erfüllt, es gelte also 

dim((F n P
j_

) / (F n X)) < und 

Das Berechnen des geforderten Verbandes geht ähnlich wie im Fall 

( ) 
. . 

( j_ 
)

j_ 
( 

j_ 
)

il . . 
A ; Jetzt brauchen wir das Element F n P = F + P nicht mit-

zunehmen, aber die Stabilität von G
.l 

n R
.l 

muss untersucht werden. Der 

Verband V
239 

(s. Diagramm 3 (B), auf Seite 51) ist hinreichend für die

Konstruktion in Fall (B). 

Wir führen jetzt die folgenden Bezeichnungen ein 

M V n (G + R)il 

(F + X) n G
.l 

F n (G
.l

+ X) 

F n M
.l F 

F n pj_ F 

(F + G
.l

) n X 

n 

n 

( F n G
j_ 

+ X n G
j_

) Eil A 1 ,

( F n G
j_ 

+ F n X ) Eil A2 
,

( G
.l 

+ X) (il A3 ,

M.l Eil A 4

(F n X+ G.l n X) + A5 •

Wie im Fall (A) schliessen wir, dass es für die entsprechenden Räume in 

V solche Supplemente A. gibt, dass eine 
i 

5 5 
1/J: Eil A. ➔ (il A. 

i=1 i i=1 i 

sich definieren lässt. Wir wählen wieder 

Isometrie 
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Die Tabelle 1 (B) auf Seite 56 dient als Diskussion der irreduziblen Ele­

mente von v239 
und besagt, dass die Konstruktion im Fall (B) möglich

ist. 

Fall (C). Die Bedingung (C) bedeutet die Ungleichung 

dim ( ( F n s
..L

) / ( F n x) ) < 00 

Wir betrachten den Verband V228 
in Diagramm 3 (C), auf Seite 52 .

Wir definieren die Supplemente A
1 

, ... , A
5 

genau wie in Fall (B) und 

schreiben noch 

Es gibt wieder eine analoge Zerlegung für F' n S
..L 

und eine Isome-

trie 

6 6 
1/J: (j) ➔ (j) A.

i=1 i=1 i

(vgl. Fall (B))' sodass 

als erster Kandidat geeignet ist. Die irreduziblen Elemente des Ver­

bandes V228 finden sich in Tabelle 1 (C) auf Seite 56.

Fall (D). Mit der Bedingung (D) gelten 

dim(V / R) < oo 

Hiermit sind die Elemente 

schlossen. 

und dim(V / rad V) 

..L ..L F + P , F + S , P + R , R + S und 

dim(V / rad V) 

Q + S abge-

Für die Abbildungsaufgabe des assoziierten Verbandes v
58 

in Dia­

gramm 3 (D), auf Seite 53, schreiben wir jetzt 

s T (!) A
1 

p (Q + S) (j) A2 ' 

V n (G + R)..L..L = (P + R) (jJ A
3 ' 

V V n ( G + R )..L..L 
0J A4

und ebenso mit Balken. Wegen 
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liegt V n ( G + R )il in rad V Es gibt also eine Isometrie cp: 

rad V + rad V ' die A1 ® A2 
® A3 

auf A1 ® A2 ® A3 abbildet (man be-

merke, dass der Raum rad V nicht notwendigerweise ein Element von 

V
228 

sein muss). Ferner lässt sich diese Abbildung zu einer Isometrie

4 
(f) 

i=1 
A.

i

4 
(f) 

i=1 
A. 

i 

erweitern, wodurch der erste Kandidat K1 definiert wird. Die Betrach­

tung der irreduziblen Elemente in Tabelle 1 (D) auf Seite 56 zeigt, dass 

die Konstruktion in Fall (D) möglich ist. 

Fall (E). Mit der Bedingung (E) gelten 

dim V/ P < oo und dim V/ rad V dim V/ rad V 

also sind die Elemente Gil + R und P + R abgeschlossen. 

Wir führen die Konstruktion für den Verband V110 (s. Diagramm

3 ( E), auf Seite 54) durch. Seien 

R Q (!) A1 

N (R + U) (f) A2

y (P + N) ® A3

V y ® A4

und genauso mit den Balken. Weil Y in V n V� liegt, impliziert eine 

analoge Betrachtung wie im Fall (D) die Existenz einer Isometrie 

ijJ : 

Die Tabelle 

K1 

4 4 

(f) 

i=1 
A.

i

(E) auf

( 

(f) 

i=1 

Seite 56 

4 
·= (f) 

\ i=1 Ai ' ijJ

A.
1 

besagt, 

4 
' (f) 

i=1 

zum ersten Kandidaten wählen können. 

dass wir

- \

Ai j 

Fall (F). Sei F�+Gil abgeschlossen, also gelte � 

Hiermit sind auch Gil + R , F� + P und P + R abgeschlossen. 

Der orthostabile Verband V (F , G) ist distributiv und sieht aus
s 

wie Diagramm 3 (F) auf Seite 55. Die Behauptung folgt sofort aus Satz 

2 .4. 

Der Satz 3.3 ist damit bewiesen. 
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Bemerkung. Führt man die verbandstheoretischen Rechnungen, die zu 

V247 
und V

239 
führen durch, so kommt man zur Vermutung, dass die Be­

dingung (F.L + S )il c � + P in diesen Fällen "nur" als beweistechnische 

Hilfe dient. Um den Satz ohne diese Bedingungen zu beweisen, hätte man 

jedoch den von den Ketten 

erzeugten Teilverband in jenen Fällen zu berechnen und "einzubauen". 

Der ganze Verband, und somit auch die Betrachtungen der entstehenden 

irreduziblen Elemente, würden aber kompliziert werden. 

Unten werden (R1) und (R2) die folgenden Bedingungen (für gegebene 

Paare (F , G), (F, G) ) bedeuten: 

(R1) 

(R2) dim( (F
il 

n G
.L

) / rad(F
il 

n G
.L

)) 

- -.L - -.L dim( (F n G ) / rad(F n G ) ) ,

dim( (Fil 
n G.L) / rad(� n G

.L
)) 

S a t z  3.4. Es gelten

G Gil 
C F C E , G 

-il -
= G c F � E ; 

ferner sei wenigstens eine der folgenden Voraussetzungen (sowie die ent­

sprechende Voraussetzung über V) erfüllt: 

(A) dim( (F n G.L
) / (F n F.L + G n G

.L
))

(G+�)il c (G+G.l) n (F+F.l) ,

< <X) 

G + G
.L 

ist abgeschlossen und (Rl) gilt,
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(B) 

(C) 

(D) 

(E} 

(F} 

(G} 

dim((F n G_[_
) / (F n F_[_

)) < OO 

(G + Fl.
)

il � (G + G_[_
) n (F + F_[_

) und (Rl) gilt, 

< 00 

(G + Fil 
n Fl.

)
il � F + Fl. 

, F n Gl. ist totalisotrop, 

G + Gl. ist abgeschlossen und (Rl), (R2) gelten,

< 00 

(G + Fil 
n Fl.

)
il � (F + F_[_) n (G + G_[_

) ,

F n Gl. ist totalisotrop und (Rl), (R2) gelten, 

dim( (Fil 
n G_[_

) / (F n F_[_
)) 

(G+F n �)il � (F+Fl.
) 

< 00 

F n Gl. ist totalisotrop und (Rl), (R2) gelten, 

< 00 

l. . l' d( J ( )  l F n G �st tota �sotrop un Rl , R2 ge ten, 

< 00 
l. . l . F n G �st tota �sotrop, 

G + Gl. ist agbeschlossen und (Rl), (R2) gelten.

Dann repräsentieren die Verbände v
119 

(Fälle (A), (B), Diagramm 4 (A),

(B} auf Seite 58), v
107 

(Fälle (C), (D), Diagramm 4 (C), (D) auf Seite

59), v88 (Fall (E), Diagramm 4 (E) auf Seite 60), v
36 (Fälle (F),

(G), Diagramm 4 (F), (G) auf Seite 61) die assoziierten Teilverbände von 

V
8 

(F, G) . 

Hat in jedem der Fälle der entsprechende Verband V die gleichen 

Indices, so gibt es auch einen zulässigen Orthoisomorphismus T: V+ V. 

Beweis. Wir werden die folgenden Bezeichnungen gebrauchen: 

R1 
F n Fl. 

R2 
Fil 

n Fl. 

s G n Gl. 

T G n Fl. 

u F n Gl. 
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V y1-1- n Gl. 
, 

X (G + R2
/l.

Z (G+R
1
/l.

Fall (A). Wir definieren beim assoziierten Verband V
119 

(s. Dia­

gramm 4 (A), (B), auf Seite 58) die Supplemente A. wie folgt: 
i 

U n Z (R
1 
+ S) 0l A1 ,

u n ( F
J. 

+ z ) u n z 0l A2

u n X u n (F
l.

+Z) 0) A
3

u n � u n X 0l A
4

u u n � 0l A
5 

,

F
l. 

n (U+ Z) = Fl. 
n Z 0l A6 

,

(F
J.

+u)nz = (Fl. 
n Z+U n Z) 0l A

7

und entsprechend mit den Balken. Nach der Voraussetzung 

dim(U / (R1 
+ s)) < 00 

und wegen der Modularität des Verbandes gilt 

1 , .•• , 7 

Es seien 

A. = k(a .. { 
1

und A. 
J Ji i= J 

dim( A. ) < 00 für 
J 

k(a .. ' )� 1Ji i= 

j 

für j 2, 6 und 7 Wir können annehmen, dass die Basisvektoren 

gewählt sind, dass 

für alle i = 1 
, 
... , r gelten. Wegen der Inklusion

4 
� 0) A. C V 

j= 1 J

können wir eine Isometrie 

4 4 

1/Jo = 0) A. ➔ 0) A. 
j=1 J j=1 J

so 

definieren indem wir die Basisvektoren von A. auf die entsprechenden 
J 
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von A. 
J 

abbilden. Besonders wird also 

1 , ... , r abgebildet. Da u n v1 in 

a2i auf a2i• für i

U n u1 liegt, existiert nach 

Lemma 3.2 eine Isometrie w
1

: A
5 

➔ A
5 

. (Man bemerke, dass es nicht

notwendig ist, das Element U n u1 im Verband mitzunehmen.) Die Ab­

bildungen w
0 

und w
1 

definieren eine Isometrie

➔ 

Der Raum A6 liegt in R2 und steht senkrecht auf

w2 zu einer Isometrie

6 

® 
j= 1

A. 
J 

➔ 

6 

® 
j= 1 

A.

29 

erweitert wird, wenn wir a6i auf a6i
1 für i = 1 , r abbilden. 

' ... 

Von dieser Isometrie wird auch A
7 

auf A
7 

abgebildet. Wir wählen fÜr 

die rekursive Konstruktion 

:== 

als ersten Kandidaten. Die Betrachtung der irreduziblen Elemente von 

V119 
in Tabelle 2 (A) zeigt, dass wir den Satz 2.4 zitieren können und

mit der rekursiven Konstruktion Erfolg haben. 

Fall ( B). Wir werden wieder die Konstruktion für den Verband V 1 19
(also Diagramm 4 (A), (B), Seite 58) durchführen. DafÜr seien die Räume 

Aj , j = 1 , ... , 7 und die Isometrie w
3 

wie in Fall (A) definiert. 

Schreiben wir noch 

s und s 

so können wir die im Fall (A) definierte Abbildung W3 zu einer Isome-

trie 
8 8 

J_ 

W4: ® A. ➔ ® A.
j= 1 

J j= 1 
J

erweitern, indem wir die Basisvektoren von A8 auf die entsprechenden

abbilden. Die Tabelle 2 (A) gilt für die Betrachtungen der ir-

reduziblen Elemente von V
1 19 

, mit dem einzigen Unterschied, dass jetzt

S quasistabil ist. 

Fall (C). Sei die Bedingung 
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erfüllt. 

Wir betrachten den Verband v101 
in Diagramm 4 (C), auf Seite 59

und schreiben jetzt 

U n Z (R
1 

+ S) ffi A
1 

,

u n ( F..L + z) u n z ai A
2

U n X U n ( F
..L 

+ Z ) ffi A
3

U U n X ffi A4 ,

F..L 
n ( u + z) F..L n z ai A

5 
,

( F..L 
+ u) n z ( F

..L 
n z + u n z ) ai A

6 
,

und entsprechend mit den Balken. 

Zuerst machen wir eine Betrachtung zum folgenden Teilverband von 

V (1", U) :s 

---v 

V n � 

u 

u n � 

U n X 

Wir schreiben 

u n� u n X ffi K1

u = u n v
..L 

ai K2

V n v
..L (R

2 + u n v
..L

) ffi K
3 

,

V (u+vnv..L)aiA4

und entsprechend mit den Balken. Nach den Dimensionsbedingungen exi-
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stiert eine Isometrie 

und weil das Komplement von V n V� in V nicht ausgeartet ist, kann 

zu einer Isometrie K2 ® K4 ➔ K2 ® K4 erweitert werden.

steht senkrecht auf A1 ® A2 ® A
3 

, und wegen

können wir annehmen, dass eine Isometrie 

1'(K4 'K2)

1i(A
7

, A4)

existiert. Ferner lässt sich w
0 

zu einer Isometrie 

erweitern, so dass 

( 7 � - \ 
\ i�1 

Ai , W7 , 
i=1 

Ai) 

Der 

31 

als erster Kandidat geeignet ist. Aus der Tabelle 2 (C) auf Seite 62 

sieht man, dass die irreduziblen Elemente von V107 
die Voraussetzungen

II-III des Satzes 2.2 erfüllen. 

Fall ( D). Wir wiederholen die Betrachtungen vom Fall ( C) und 

schreiben noch 

s T ® AS , 
s T ® A8

und erweitern die Abbildung W1 zu einer Isometrie

8 8 

w2= ® A. ➔ ® A. 
i=1 i i=1 i 

Hier ist S quasistabil. 

Fall (E). Die Behauptung folgt aus dem Beweis des Falles (D); 

offensichtlich kann man alle von den irreduziblen Elementen R2 und

U n (G+R2)il = U n X erzeugten 19

die im Fall (D) definierte Abbildung 

Elemente aus V107 
weglassen und

w 1 auf R2 / ( F� n ( U + Z) ) er-

weitern, wodurch R2 quasistabil wird.
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Der assoziierte Verband wird wie Diagramm 4 (E), auf Seite 60 aus­

sehen und die in Tabelle 2 (E) (auf Seite 62) beschriebenen irreduziblen 

Elemente erhalten, also auch die Voraussetzungen des Satzes 2.4 erfüllen. 

Fall (F). Man kann sogar eine Isometrie V/ T +V/ T definieren. 

Hiermit ist der Verband v
36 

+,n (F , Fil , F..L , G ,  G..L) U {T..L} (s. Diagramm 4

(F),(G), auf Seite 6 1) mit seinen irreduziblen Elementen in Tabelle 2 (F) 

für die Abbildungsaufgabe hinreichend. 

Bemerkung. Der von den Ketten {X 1 ... Xn_1} und {Y 1 ... Ym_1}
erzeugte Verband v+,n

(x1 , 
'.__
.

1
. ,Xn_1 , Y 1 , ... , Ym_1) ist distributiv

und enthält (n+m)! (n! m!) Elemente (s. [2], Kap. III, S. 66). 

Fall (G). Es genügt wieder, den Verband v
36 

des Falls (F) zu

betrachten. 

Wir können jetzt nicht eine Isometrie S / T + S / T wie im Fall (F) 

definieren. Das Element S ist aber orthostabil, und die Konstruktion 

kann hiermit als ein Spezialfall der Betrachtung von ( �·) angesehen wer­

den. 

Der Satz ist damit bewiesen. 

3. 3. Über orthogonale oder totalisotrope Paare ( F , G)

Wir untersuchen als nächstes die Lösung der Abbildungsaufgabe wenn 

F und G totalisotrop sind oder senkrecht aufeinander stehen. Wir wer­

den einige Resultate beweisen, aus denen z.B. die Sätze Über orthogonale 

Trennung oder über Trennung eines totalisotropen Paares als Korollar 

geschlossen werden können. 

Wir definieren zuerst die folgenden Bedingungen: 

( 1) (F' + G n F..L)il Fil + (G n F..L)il 

(G + F n G..L)il 
Gil + (F n G..L)il 

( 1 
1 ) 

(F n G..L)il Fil n G..L (G n F..L)il 

( (r• I 1 + G LI) ll G
..L)il (F+G)il n G..L 

( (Fil 
+ Gil) n F..L)il (F+G)il n F..L 

(3) 

(lr) 

Gil n F..L 
'

< 00 
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(5) dim( ( (F + G) n (Fil n G)il n (F n Gil)il)/ ((F + G) n (F n G)il)) < 00 ' 

(5') dim(((F+G) n (F n G)il) / (F n (F n G)il + G n (F n G)il)) < 00 

von E 

und (FnGil)il n(Gn�)il :::, (F+G)nFil nGil . 

S a t z 3. 5. Seien 

(d.h. 

F , G 

G � G , 

und F ,
- -..L
F � F , 

G zwei totalisotrope Paare 
- -..L G � G ) mit den Bedingungen 

(2), (3) und (4). Sei ferner mindestens eine der folgenden Vorausset-

zungen und die entsprechenden Voraussetzungen über V erfüUt: 

( A) (1) und (5) geiten,

(B) (1) und ( 5 1) gelten,

(C) ( 11) und (5) geiten,

(D) ( 1 1) und ( 5 ') geiten.

Die assoziierten Teilverbände von V (F, G) in jedem der FäUe

finden sich wie folgt: 

FaU ( A): v377 ' Diagramm 5 ( A)' auf Seiten 63-64,

FaU (B): v342 ' Diagramm 5 (B), auf Seite 65,

FaU (C): v307 ' Diagramm 5 {C)' auf Seite 66,

FaU (D): v272 ' 
Diagramm 5 (D), auf Seite 6?.

Dann ist in jedem der FäUe ein indextreuer Orthoisomorphismus T; V+ V 

zwischen den entsprechenden Verbänden immer zulässig; insbesondere gibt 

es also eine Isometrie T: E + E mit T F = F und T G = G • 

Beweis. Wir werden die folgenden Bezeichnungen gebrauchen: 

D = F n G ' 

H F n G..L 

K F..L n G 

L F n Gil 

M Fil n G 

N Fil n Gil 

p Fil n G
..L 

Q F..L n Gil 

R F
..L n G

..L . 

Die Bedingungen lassen sich also wie folgt schreiben: 
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( 1) 

( 1') 

(2) 

(3) 

(4) 

( 5) 

und 

� = Q ' 

dim((F n Mil)/ (F n Dil)) 

dim( (G n Lil) / (G n Dil)) 

und 

< 00 

< 00 

und 

( 5 1) dim( (F + G) n Dil) / (F n Dil + G n Dil)) 

Lil n� ::, L+M 

Fall (A). Seien (1)-(5) erfüllt. 

Wegen der Beziehungen 

il il il H + Q = R n (ir- + G ) 

gilt nach (1) die Bedingung 

(6) 

Ferner folgt aus der Modularität 

also gilt nach (6) die Bedingung 

(7) 

< 00 

< 00 und 

Um die Abbildungsaufgabe für den assoziierten Verband v
377 

(s.

Diagramm 5 (A), auf Seiten 63-64) durchzuführen, schreiben wir 

32 (29 + 30) ® A1

33 (29 + 31) ® A2

40 (30 + 31) ® A
3

4 2 ® A4 ,
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5 3 (!) A
5

6 (2 + 3) (j) A
6 '

s 4 (j) A
7

9 5 (j) AS

Wegen R� n (A1 (!) A2) = (0) können wir Lemma 3.1 zitieren und die ent­

sprechenden Supplemente A
1 

, A2 mit einer Isometrie �
0

: A1 
(!) A

2 
➔ 

A1 
(!) A2 finden. Ferner gilt 

( 30 + 3 1 ) � n ( A 
1 

+ A
2 + A

3 
) (0)

Wir können wie beim Beweis von Lemma 3.1 verfahren und eine Er­

weiterung �
1

: A
1 

+ A2 + A
3 

➔ A
1 

+ A
2 

+ A
3 konstruieren indem wir die

Basisvektoren irgendeines Supplements von 30 + 31 in 40 mit Vektoren 

von 30 + 31 korrigieren. Es gibt trivialerweise eine Isometrie 

s 

i=4 

und folglich wird von 

erzeugt. Wir wählen 

( 

A.
i 

zum 

s 

K1 (j) 
\ i=1 

s 

i=4 
A. 

i 

und �
2 

eine Isometrie

� ( s \ 
(!) 

\ 
(!) A.) ➔ 

i=4 i 

ersten Kandidaten 

s 
- \Ai ' TO 

EB ' Ai) i=1 

Die irreduziblen Elemente 4 , 5 , 8 , 9 , 32 , 33 und lro sind quasi­

stabil und die Elemente 4 , 5 , 6 , 32 , 33 und 40 sind quasiprim. 

Die Konstruktion lässt sich durchführen nach dem Hauptsatz. 

Fall (B). Den quasistabilen Verband v342
(F , G) erhalten wir aus

Diagramm 5 (A) (Seite 63), indem wir nur die irreduziblen Elemente S 

9 , 12 , 13 und 14 und alle von ihnen erzeugten 35 Elemente aus 

Diagramm 5 (A) weglassen. Der untere Teil des Verbandes 
v342 

findet

sich in Diagramm 5 (B)' auf Seite 65; der obere Teil von v342 
ist ge-

nau derselbe wie Diagramm 5 (A), oberer Teil, auf Seite 64. Die Isometrie 

für den ersten Kandidaten wird ohne A
7 

und A
S 

als eine Abbildung

EB6 
A. ➔ (!)6 

A. nach dem Fall (A) konstruiert. 
i i 

Fall (C). Wir können die Konstruktionsaufgabe für den Verband 

v307 
in Diagramm 5 (C), auf Seite 66, lösen, indem wir den ersten Kan-
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Fall (D). Mit der Voraussetzung (D) lässt sich der assoziierte 

Verband bis 272 Elementen vereinfachen. Die Abbildungsaufgabe für den 

Verband 11272 rn Diagramm 5 (D), auf Seite 67 ist als Spezialfall der

oben betrachteten Fälle lösbar. 

Wenn wir in den Bedingungen (1)', (1)-(3) die Rollen von Fi und 

Gi vertauschen, erhalten wir die folgenden Beziehungen 

(I) (F + G n Gi)il 

(G + F n Fi)il 

( I') (F n Fi)il

(II) ( (Fil + Gil) n

( (Fil + Gil) n

(III) 

(IV) 

(V) 

Fil+(G n Gi)il 

Gil + (F n Fi)il 

Fil n Fi (G n 

Gi)il (F+G)il n 

Fi)il (F+G)il n 

Gi)il Gil 
n Gi 

Gi 

� 

' 

< üO 

< 00 dim(((F+G) n (FilnG)il n (FnGil)il) / ((F+G) n (FnG)il)) 

(V') dim(((F+G) n (F n G)il) / (F n (F n G)il+G n (F n G)il)) < CO 

Indem wir also auch bei den Verbänden nur die Rollen von Fi und 

G� vertauschen, erhalten wir mit einem völlig analogen Beweis den 

S a t z  3 .6. Seien F i G und F i G ; ferner gelte mindestens

eine der folgenden Voraussetzungen: 

(A) (I)-(V) gelten,

(B) (I)-(V') gelten,

(C) (I')-(V) gelten,

(D) (I')-(V') gelten.

Uann rep1°äsentieren die Uiagramme 6 (A)-(U) auf Seiten 63-67 (mit den

vertauachten Rollen von Fi 
und Gi) Teilverbände von V deren

s ' 

Indices in jenem der Fälle ein vollständiges System orthogonaler In-

varianten des Paares (F , G) in E (modulo der orthogonalen Gruppe

von E) charakterisieren. Insbesondere existiert in jenem der Fälle

eine Isometrie T: E ➔ E mit TF = F ,  TG = G .  
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Ist F+G totalisotrop, so sind die Voraussetzungen (1 1 ), (2)-(4) 

des Satzes 3.5 (und (I' ), (II)-(IV) des Satzes 3.6) erfüllt; ferner 

sind (5) und (5') (resp. (V) und (V')) erfüllt für abgeschlossene F 

und G . 

Liegt F
l. 

+ G
l. 

dicht rn E , so sind die Voraussetzungen ( 3), ( 5) 

und (5') (resp. (III), (V) und (V')) erfüllt. Im Falle von abgeschlos­

senem F+G gelten (1), (2) und (4) (resp. (I), (II), (IV)). 

Die Trennungssätze für orthogonale oder symplektische Paare ( s. 

Sätze XI. 1 und XI. 2 in [8]; Sätze II.1' und II.2' in [4]) lassen sich 

also als Korollar deduzieren. In diesen Fällen erhält man als Spezial-

fall den Brandsehen Verband V100(F ' G) in Diagramm 14' auf Seite 85

(vgl. [4], s. 21). 

S a t z  3.7. Es gelten

F Fil 
C F

l. F Fil C F1. 

G G
il 

C Gl. 
G Gu C ci"1. 

Ferner sei (mindestens) eine der folgenden Bedingungen erfüllt: 

( A) < CO 

und die Räume (F+G)
il+G

l. 
n (F n Gl.)l. , (F+G)il

+Fl. n G
l.

, 

(F+G)il+Fl. n (G n F
l.

/ sind abgeschlossen,

(B) dim( (F + F
l. 

n Gl.)il 
/ (F + F

l. 
n G )

il
) < co oder

dim((G+l:<) n G1
)L1 ; (G+F n G1)~L1

) < CO 

und entsprechend mit Balken. Dann repräsentieren V155 
(Fall (A), auf

Seite 70) und v143 (Fall (B), auf Seite 71) die assoziierten Teilver­

bände von V ( F , G) , deren Indices die Bahn des Paares ( F , G) charak-

terisieren. 

Beweis. Wir wenden die Bezeichnungen des Satzes 3.5 an. 

Sei zuerst die Bedingung (A) erfüllt, es gelten also die Beziehungen 

< CO 

Rl. 
+ G

l. 
n Hl. , R

l. 
+ F

l. 
n � und R + R

l. 
sind abgeschlossen. 

Wir betrachten den Verband v155 in Diagramm 6 (A) auf Seite 70

dessen irreduzible Elemente sich in Tabelle 4 (A), auf Seite 72 finden. 
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J_ J_ J_ J_ 
Der Raum R + F n R = F n (R + R ) ist abgeschlossen, also gilt 

( )
il ( )

il J_ J_ . . 
( )

il R + F + K � F + R � R + F n R , und folglich gll t F + R 

R+R
J_ 

n (F+R)il
. Analogerweise wird die Lage von (G+R)il disku­

tiert. Wir schreiben 

18 ( 13 + 16) 
(!) 

A1

19 = ( 13 + 17) 
(!) 

A
2

24 ( 16 + 17) (!) A
3 

Wir schliessen wie beim Beweis des Satzes 3.5, dass eine Isometrie 

mit geeigneten Supplementen existiert, und folglich (A
1 

(!) A2 (!) 
A

3 
, �

1 
,

A
1 

(!) A
2 

(!) A
3

) als erster Kandidat geeignet ist. Die Elemente 18 , 19 

und 24 werden quasiprim und quasistabil, also lässt sich die Konstruk­

tion durchführen. 

Fall (B). Sei z.B. die erste Bedingung von (B) erfüllt, also gilt 

nach den früheren Bezeichnungen 

< 00 

Wir führen die rekursive Konstruktion für den Verband V
137 

in 

Diagramm 6 (B), auf Seite 71, durch. Dafür schreiben wir nach den Be­

zeichnungen der irreduziblen Elemente in Tabelle 4 (B), auf Seite 72 : 

19 ( 13 + 17) (!) A
1 

18 ( 13 + 16) 
(!) 

A
2

32 18 (j) A
3 

20 32 (!) A4

24 ( 16 + 17) (!) A
5 

Wegen 

können wir nach Lemma 3.1 derartige Supplemente A. (für die ent­
i 

sprechenden Räumen mit Balken) finden, dass eine Isometrie 
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4 
(ll 

i=1 
A. 

i 
➔ 

4 
(ll 

i=1 
A. 

i 

existiert. Ferner können wir wegen 

das Supplement 

einer Isometrie 

von 16 + 17 in 

5 5 
1jJ: (ll A. ➔ (ll A. 

i=1 i i=1 i 

erweitern lässt. Mit dem Kandidaten 

( 
5 5 

K
1 

·= (ll Ai 
' 

1jJ (ll 

\ i=1 i=1 

wird V143 quasistabil.

39 

(0) 

so wählen, dass sich zu 

\
Ai)

Analogerweise behandelt man den Fall, wo die zweite Bedingung von 

(B) erfüllt ist.

3. 4. Über Paare ( F , G) im Falle von "kleinen II FJ_ uns GJ_ 

Wir werden die Konstruktionsaufgabe mit kleinen FJ_ und GJ_ 

studieren. Als Spezialfall wird ein dichtes Paar ( F , G) betrachtet. 

s a t z 3. 8. Seien F , G , F und G gegebene Tei lräwne von E 

mit den folgenden vier Eigenschaften (entsprechend mit Balken): 

(]) FJ_ + GJ_ ist abgeschlossen und liegt 1'.n F 

(2) (F n Gil)il (G n Fil)il F
il n Gil 

(3) dim( (F n G) / (G n FJ_ n GJ_)) < 00 

(4) dim( (F n G) / rad(F n G)) dim( (F n G) / rad(F n G))

Fallen die Indices der assoziierten Verbände v
98 und v

98 (s.

Diagramm 7, auf Seite 73) zusammen, so existiert ein zulässiger Ortho­

isomorphismus T: v
98 + v

98 •

Beweis. Die irreduziblen Elemente von v
98 finden sich in Tabel-

le 5 auf Seite 74. Man bemerke, dass 

(Fil 
n (Gil +G1-)il)1-

(Gil n (FJ_ + GJ_) )il 

(FJ_ + Gil n GJ_)il

Gil n ( FJ_ + GJ_) 
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. . .l .l . 
F . 

gilt, weil F + G abgeschlossen ist. erner liegt der Raum

( F n ( G
il + G.l)il

)
.l rn G

il 
, und aus den Inklusionen 17

.l 

'=

Gil 
n (F

.l + G
.l) = � + G

il 
n G

.l 
und 17

.l � 19
.l 

folgt 1'7
.l = 19

.l 
Wir 

schreiben 

2 lil A
1

3 = lil A
2

5 (2 + 4) lil A3

6 ( 2 + 3) (i) A4

7 = (3 + 4) (i) A
5

9 6 lil A6

und analog mit den Balken. Aus der Beziehung (6 + 8 / � Fil 
n (F

.l 
+ G

.l
) 

= F.l + G.l :::, 6 + 8 folgt, dass die Räume A A total isotrop sind,
1 ' 

... 
' 5 

und weil 6 in 9 n 9.l 
liegt, folgt aus Lemma 3.2, dass A

6 
und A6

isometrisch sind. Die Räume A A 
1 ' 

... 
' 6

aleo existiert eine Isometrie 

6 6 
(i) A. ➔ (i) A. T1: 

i=1 i i=1 i 

Wir wählen 

( 
6 6 _ \\ lil A

i ' 
T 1 

' lil Ai )\ i=1 i=1 

stehen senkrecht aufeinander, 

zum ersten Kandidaten und konstatieren, dass die irreduziblen Elemente 

2 , 3 und 9 quasi stabil, und 5 , 6 , 7 quasi stabil und quasiprim 

werden. Mit einer Zitierung von Satz 2.4 wird der Beweis beendet. 

Bemerkung. Setzen wir noch voraus, dass z.B. (F n G ) il = F
il 

n G
il 

gilt, so reicht es, die schwächere Bedingung 

(3') 

statt (3) zu fordern. 

< 00 

S a t z  3 .9. Seien F, G, F und G Teilräume von E mit den

folgenden Eigenschaften (entsprechend mit Balken): 

(1) 

(2) 

� c G und G
.L 

'= F , 

F
.l 

+ G.l 
ist abgeschlossen, 
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(3) 

(4) 

(5) 

(F n Gil)il ( G n Fil)
il 

dim((F n G) / (FJ_ n GJ_)) < OO 

dim ( ( F n G) / rad ( F n G) ) 

41 

dim( (F n G) / rad(F n G)) 

Dann lässt sich ein zulässiger Orthoisomorphismus T: V
133

-+ v 133
zwischen den assoziierten Verbänden (s. Diagramn 8, auf Seite 75) defi­

nieren. 

Beweis. Die irreduziblen Elemente dieses distributiven, aber 

nicht orthostabilen Verbandes finden sich in Tabelle 8, S. 76. Weil 

FJ_ 
+ G

J_ 
abgeschlossen ist, gilt 

16
J_ (Gil n (�+ �)il)J_ (G

J_ 
+ � n �)il 

(Fil n (F
J_ 

+ GJ_) )il � n ( F
J_ 

+ G
J_

) . 

Ferner gilt 

11
J_ 

( G n (Fil + FJ_)J_J_)J_ 
C (G n Fil)J_ F

J_ + GJ_

Wegen der Inklusionen F
J_ 

c 11 und 16J_ c 11 
J_ 

� n (F
J_

+ G
J_

) zusammen. Analogerweise werden 

tiert. Wir schreiben 

2 (B Al

3 (B A2

8 (2 + :'l) (B A
3

fallen 

12J_ 

1l und 

und 17J_ 

Der Raum 2+3 liegt in 8 n s
j_ 

und 2 ' 3 sind totalisotrop. 

können Lemma 3.2 zitieren und eine Isometrie 

3 

(B 

i=1 
A. 

l 

3 

(B 

i=1 
A. 

l 

disku-

Wir 

für den ersten Kandidaten definieren. Die irreduziblen Elemente von 

erfüllen jetzt die Voraussetzungen des Hauptsatzes. 

Als nächstes betrachten wir den Fall FJ_ + GJ_ c F n G =: D Dazu 

berechnen wir zuerst den Verband V24
(F , G) in Diagramm 9, auf Seite

77. Um die Konstruktionsaufgabe mit den schwächsten Voraussetzungen

Über F und G zu beweisen, fügen wir die Elemente S : = (FJ_ + G
J_)il 

und ( F + G )il hinzu. Dies erzeugt den Verband V 
58 

in Diagramm 10
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auf Seite 77, Wir schreiben 

Fn(G+S) = (FnG+FnS)EBH 

Gn(F+S) (FnG+Gns)EBK 

(F+G)ns = (FnS+Gns)EBL 

Um die nicht distributiven Stellen überwinden zu können, haben wir 

die Bedingung 

( 1) dim( L) < oo 

vorauszusetzen. Ferner sollen die geeigneten (entsprechenden) isome­

trischen Supplemente H unil K existieren. Dafür müssen wir die Mög­

lichkeit erhalten, die Basisvektoren von H und K geeignet korrigie­

ren zu können. Es scheint natürlich, dafür die Bedingung 

(2) 
.l 

(D+S) � D+S 

zu fordern. Weil ln i.n n liegt, folgt aus (2) 

die Bedingune; 

(3) s C D
.l 

C S+D . 

Wir nehmen also an, dass (1) und (3) erfüllt sind. 

Zuerst beschränken wir uns auf zwei Spezialfälle, für welche es 

hinreichend ist, den Verband v
58 

in Diagramm 10, auf Seite 77 zu be­

trachten. 

Fall (A). Sei D
.l 

= S Das ist gleichbedeutend mit der Bedin-

gung 

Ferner folgt aus der Beziehung F
.l

+ G
.l 

c F n S � S , dass (F n S)
.l 

mit

S
.l 

zusammenfällt. Analog verifiziert man die Gleichung

(G n s/ 

Alle irreduziblen Elemente von v
58 

, die prim sind, sind auch stabil.

Die nicht primen irreduziblen Elemente (F+G) n S F n (G+S) und 

G n (F+S) werden quasiprim und quasistabil, wenn wir eine Isometrie 
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H ® K ® L ➔ H ® K ® L für den ersten Kandidaten definieren können. 

Dies ist jetzt möglich nach Lemma 3. 1, weil D
..L 

n ( H + K) = ( 0) für be­

liebige Supplemente H und K gilt und L totalisotrop ist. Wir 

halten also den folgenden Satz fest: 

S a t z  3.10. Seien F ,  G, F und G Teilräume von E mit den 

folgenden Eigenschaften (entsprechend mit Balken): 

(7) 

(2) 

F
..L

+G
.1 

c FnG 

(F n G)
..l..L 

, 

Dann repräsentiert das Diagramm 10 auf Seite 77 einen assoziierten Ver­

band v
58

. Es gibt eine isometrie T:E+E mit TF = F  und TG = 

G, falls die Verbände v
58 

und v
58 

die gleichen entsprechenden In­

dices besitzen. 

Fall (B). Es gelte D..L 
= D + S . Wegen der Voraussetzung S c

D..L c D + S ist dies erfüllt genau dann wenn D totalisotrop ist. Es

ist offenbar, dass der vorige Satz mit einer Betrachtung von v
58 

gilt, 

wenn wir die Bedingung (2) des Satzes durch 

(21) 

ersetzen. Die Diskussion der irreduziblen Elemente von v
58

ist analog, 
..L..L ..L 

aber mit dem Unterschied, dass jetzt wegen D = D = D + S D wiederum 

orthostabil ist. 

3. 5. Über die Abbildungsaufgabe bei 'l'ripeln ( F , G , H)

Bei der Lösung der Konstruktionsaufgabe für drei gegebene Teil­

räume F , G und H begegnet man wesentlich grössere Schwierigkeiten 

als im Falle von zwei Teilräumen. Diese entstehen aus der Tatsache, 

dass schon der Verband V (F , G, H) im allgemeinen nicht distributiv 
s 

ist und wie folgt aussieht: 
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E 

F G 

(0) 

Um die nicht distributive Stelle dieses Verbandes überwinden zu 

können, braucht man recht strenge Voraussetzungen Über das Tripel 

(F, G, H) 

(0) 

Zur Dimensionsbedingung 

dim((F n (G+H)) / (F n G+F n H)) < OO 

kommt noch das Problem, eine Isometrie zu finden, durch die die drei 

nicht primen Elemente erlaubt gemacht werden. Die folgenden Möglich­

keiten sind naheliegend: 

(A) 

(B) 

F n G n H liegt dicht in E , 

F , G und H stehen senkrecht aufeinander. 

Im ersten Fall ist der Verband v
30 

orthostabil, und wir können

wegen (0) Lemma 3.1 zitieren und F n G n H als Korrigierungsraum an­

wenden, um eine Isometrie für den ersten Kandidaten zu finden. 

Der Fall (B) ist komplizierter. 

Wir nehmen zuerst an, dass die Räume F , G und H die folgenden 

vier Bedingungen erfüllen: 

( 1) F , G und H sind abgeschlossen, total isotrop und stehen

senkrecht aufeinander,
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(2 ) 

(3) 

(4) 

F+ G n H G + F n H und H + F n G sind abgeschlossen, 

und 

geschlossen, 

dim( ( F n ( G + H)) / ( F n G + F n H) ) < OO 

dim(((F+H)
il 

n (F+G)il + (G+H)
il

) / 

((F+H)il 
n (F+G)il + (F+H)il 

n (G+H)il )) < OO 

dim((F
..L 

n (G
..L

+H
..L

)) / (F
..L 

n G..L +F..L 
n H..L )) < OO 

dim(((F..L +H..L )il 
n ((F..L +G..L )il + (G..L +H..L )il )) / 

((F..L +H..L )il 
n (F..L +G..L )il + (F..L +�)il 

n (G..L +�)il )) < OO 

Wir berechnen den Verband V216(F, G, H) , dessen unterer Teil in

Diagramm 11 , auf Seite 7 8  ( bezeichnet mit V 108 
I ( F , G , H) ), und oberer 'reil

in Diagramm 12, auf Seite 79 (bezeichnet mit V 108 
II(�, G..L , �) ) darge­

stellt ist. 

nach 

Alle primen irreduziblen Elemente von V216 sind orthostabil, was

den Bedingungen (1 )-(3) leicht zu verifizieren ist (s. Tabelle 7, 

auf Seite 80). Die beiden nicht distributiven Stellen sowohl in 
I 

v108 
II als auch in V 108 können wegen (4) bei der Konstruktion auf gewöhn­

I liehe Weise überwunden werden . In V108 folgt dies sofort aus der
il II Tatsache, dass (F+G+H) = 24 totalisotrop ist, und für V108 

wenden wir Lemma 3.1 mit F..L 
n G..L 

n H..L = 25 in der Rolle des Korrektur -

raumes an. ,Jedoch scheint es unüberwindlich, alle vier nicht distribu­

tive Stellen gleichzeitig zu bewältigen. Nach obiger Diskussion halten 

wir also den folgenden Satz fest: 

S a t z  3.11. Seien (F, G, H) (und (F, G, H) respektive) ge­

gebene Tripel von Teilräumen von E mit den Bedingungen (0)-(4) (resp.

mit Balken). Ferner sei die folgende Bedingung (auch mit Balken) er­

füllt: 

(5) Ist (F, G, H) oder ((F+G)il , (F+H)il , (G+H)il ) ein

nicht distributives Tripel, so sind (F
..L , G..L , �) und

((�+G..L )il , (F..L +�)il , (G..L +H..L )il ) beide distributive

Tripel.
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Dann gibt es die assoziierten Teilverbände V c V (F , G, H) und V c- s 
v (F , G , tt) , die höchstens 

s 
216 Elemente enthalten (vgl. Diagramm von

v216 ' s. 78-79) und derart, dass ein zulässiger Orthoisomorphismus

existiert. Insbesondere gibt es dann eine Isometrie T: E + E 

mit T F = F , T G = G und T H = H . 

Die Diagramme 11 und 12 auf Seiten 78-79 geben Anlass den folgen­

den Satz zu beweisen: 

S a t z  3.12. Seien F, G und H abgeschlossene Teilräume von

E ,  die senkrecht aufeinander stehen und neben den Voraussetzungen (2)­

(5) des vorigen Satzes die folgenden Bedingungen erfüllen:

(6) 

( 7) 

F + G + H ist abgeschlossen,

.L 
G + G , und sind abgeschlossen. 

Dann wird die Bahn des Tripels (F , G, H) durch die Indices des asso­

ziierten Verbandes v233 
(s. Diagramm 13 auf Seite 82) charakterisiert.

Beweis. Wegen (6) gelten die Inklusionen 

(F+G)il c F+G+H n � 

C G+H+F n � 

C 
.L 

F+H+GnG ,

Diese drei Abschlüsse bilden also ein distributives Tripel, wie man in 

Diagramm 13 auf Seite 82 verifiziert . Alle primen irreduziblen Elemente 

von V233 
sind offenbar stabil.

Ist 

kussion von 

(F, G, H) 
I 

v108 

ein distributives Tripel, so können wir die Dis­
II und V108 wiederholen, und die rekursive Kon-

struktion offensichtlich mit Erfolg durchführen. 

Ist (F, G, H) ein nicht distributives Tripel, so verschwinden 

die sechs oberen nicht primen Elemente nach der Voraussetzung (5). Die 

drei nicht primen Elemente unten sind leicht zu behandeln, weil F , G 

und H senkrecht aufeinander stehen. 

Den vorigen Satz kann man z.B. zur orthogonalen Trennung des 

Tripels (F, G, H) anwenden. Wir sagen nämlich, dass F, G und H 

orthogonal trennbar in E sind, falls eine Zerlegung 

.L 

(8) E E 1 (j) E
2 (j) E

3 ;

mit E. .L E. für i * j existiert.i J 
Aus (8) folgen die Beziehungen 



L. Haapasalo 47 

(9) F C G
..L 

n � ' G C F..L n H..L 
'

H C F..L n G..L 
'

( 10) F
..L 

+ G..L n H..L 
= G

..L 
+ F..L 

n� H..L 
+ F..L 

n G
..L 

E 

( 11) (F + G)
..L..L 

F
..L..L 

+ G
..L..L 

(G + H)
..L..L 

G..L..L 
+ � 

(F + H)
..L..L F..L..L

+� (F+G+H)
..L..L 

= F
..L..L

+ G
..L..L+ � 

Nach (10) gilt noch 

..L..L ..L..L 
G n (F + H) (0) .

Wir nehmen jetzt an, dass die Teilräume F , G und H von E 

die Eigenschaften (9)-(11) besitzen. Folglich sind also die Vorausset­

zungen des Satzes 3.12 trivialerweise erfüllt. 

Um zu beweisen, dass F , G und H orthogonal trennbar in E 

seien, reicht es die folgende Aufgabe zu lösen: Man hat einen isome­

trischen Raum E mit den in E orthogonal trennbaren Teilräumen F , 

G und H so zu konstruieren, dass es einen zulässigen 0rthoiso­

morphismus T: V
233

(F , G, H) ➔ v
233

(F, G, H) (s. Diagramm 13, Seite 82)

gibt. Dieser 0rthoisomorphismus sei (nach Satz 3.12) von einer Isome­

trie T: E ➔ E induziert. Die gewünschte orthogonale Trennung für F 

G und H in E wird von der Abbildung T-l geliefert. Diese Aufgabe 

ist für zwei Teilräume F und G von E in [8], Kap. VI, gelöst. 
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4. Diagramme und Tabellen
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� n v1- =· R
2 

F 

Diagramm 1. Der Kaplanskysche Verband V 14(F) .

F 

G 

(0) 

Diagramm 2. Der quasistabile Verband V20(F, G) (s. S. 20).
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2.2. 

3�x5 

i t
.) 2 

Diagramm 3 (A). V
247

(F, G) (Satz 3 .3, Fall (A), S. 20; s. Tab. 

1 ( A) , S. 56). 
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Vt 
39 

51 

25 

22 

Diagramm 3 (B). V
239

(F ,G) (Satz 3.3, Fall (B), S. 21; s. Tab. 

(B), S. 56). 
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25 

& 

-=t 

Diagramm 3 (C). 

1 ( C), S. 56) · 

) S 2 1 • s . Tab . 3 3 Fall ( C ' • ' (Satz · , 

2.2. 
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22 

Diagramm 3 (D). v
58

(F , G) (Satz 3.3, Fall (D), S. 21; s. Tab. 

(D), S. 56). 

53 
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(o') 

E 

"M 

39 

Diagramm 3 (E). V
119

(F, G) (Satz 3,3, Fall (E), S. 21; s. Tab. 

1 ( E) , S. 56 ) . 
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Diagramm 3 (F). V
121

(F ,G) (Satz 3.3, Fall (F), S. 21; s. Tab. 

1 (F), S. 56). 
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Ta b ell e 1 (A) - 1 (F). Di e irreduzi blen Elemente in den Di a-

grammen 3 (A) - 3 (F). 
2)

(A) (B) (C) (D) ( E ) (F) 

Nr. B BJ. BJ. BJ. BJ. BJ. BJ. 

T 34 34 34 34 34 34 

2 Til 34 34 34 34 34 34 

3 s 33 33 33 q 33 33 

4 sil 33 33 33 33 33 

5 Qnsil 39 39 39 39 39 

6 Q 32 32 32 32 32 32 

1 G 22 22 22 22 22 22 

8 Gil 22 22 22 22 22 22 

'-:) R 30 30 30 30 q 30 
10 (Q + S)il 35 35 35 35 35 

11 7, 29 29 29 29 

12 u 28 28 28 28 

13 p 31 31 31 q 31 31 

11+ v1- 25 25 25 25 25 ?.5 

15 (P+R)il 3G 3G 3G 

16 y 27 q 
1'T X n x1- 18+26 18+26 18+26 

18 V : = x1- 26 26 26 q q 
19 (FJ. + P)il 23 23 
AA "'r t"'\ ,,.,

.l 10 'l, 1 10 '\, 1 1 Q l l, 1 
c:v All \J IUT� 1 IUT'-t 1 IU •"+ 1 

21 xnF 18+40 18+40 18+40 
22 GJ. 8 8 8 8 8 8 

23 F n PJ. 19 q 19 19 14+13 
24 F n SJ. 12+14 12+14 q 51 51 
25 F 14 14 14 14 14 74 
26 X 18 18 18 
27 YJ. 16 

Wird auf der nächsten Sei te fortgesetzt. 

2) Bezeichnungen: quasi stabil, quasiprim und quasi stabil, q: qq: 
leer: das Element fehlt . 
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Nr. 

28 

29 

30 

31 

32 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

39 

40 

41 

42 

43 

44 

45 

46 

47 

48 

49 

50 

51 

52 

Anzahl 

B 

u1-

z.L 

R.L 

p.L

Q
.L 

s.L 

J-

Q
.L n s.L 

R.L n P.L 

R.L n s.L 

R.L n if 

( Q n s.L.L).L 

xn (Fnx).L 

xn(G.Lnx).L 

( F + X) n G.L 

G.Ln y-1-

G.L n R.L 

F n ( G.L + X) 

(F + G.L) n X 

(G+ R)il 

M 

M.L 

Fn� 

(F.L + S)il 

.L il N:=Vn(F +S) 

(A) (B)

B.L :s.L 

12 12 

11 11 

9 9 

13 13 

6 6 

4 4 

2 2 

10 10 

15 15 

9+11 9+11 

9+12 9+12 

5 5 

18+21 18+21 

18+20 18+20 

qq qq 

q 

q 47 

qq qq 

qq qq 

44 

27 

19 

q 

46 46 

57 

(C) (D) (E) (F)

B.L B.L B.L B.L 

12 12 

11 11 

9 9 9 

13 13 13 

6 6 6 6 

4 4 4 

2 2 2 2 

10 10 10 

15 9+13 

9+11 9+11 

9+12 9+12 

5 5 5 

18+21 

18+20 

qq 

47 47 8+9 

qq 

qq 

44 44 

27 q 

19 

q 

24 

q 

44 18 29 31 
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E 

2.5 

Diagramm 4 (A), (B). V
119

(F, G) (Satz 3.4, Fälle (A), (B), S. 26, 

27; s. Tab. 2 ( A) - 2 ( B) , S. 62) . 
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25 

(o) 

59 

Diagramm 4 (C), (D). V
101

(F, G) (Satz 3.4, Fälle (C), (D), S. 27; 

s. Tab. 2 ( C) - 2 ( D), S. 62). 
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1'6 

E 

2.S 

Diagramm 4 (E). v
88

(F, G) (Satz 3.4, Fall (E), S. 27; s. Tab. 

2 ( E), S. 62). 
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E 

25 

(o) 

Diagramm 4 (F), (G). v
36

(F, G) (Satz 3.4, Fälle (F), (G), S. 27; 

s. Tab. 2 ( F) - 2 ( G) , 8. 62) .
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Ta bel l e  2 (A) -2 (G). Die irreduz iblen Elemente in den Dia-

gra m men 4 ( A) - 4 ( G) . 

(A), (B) ( C), (D) (E ) (F ) ,(G) 

Nr . B B.L B.L B.l B.L 

T 25 25 25 25 

2 R1 24 24 24 q 

3 R il 24 24 24 1 
4 rnz 23 23 23 

5 rn (U+Z) qq qq qq 

6 R2 22 22 q q 

7 r 18 18 18 18 

8 s 9+21* 9+21* 9+21 q** 

9 G 21 21 21 21 

10 unz q q q 

11 un (r+z) qq qq qq 

12 unx q q 

13 u n v1- q q 

14 u q q q q 

15 (F.L + U) n 7: qq qq qq 

16 V 7+9+13 q q q 
17 F 7 7 7 7 
18 � 7 7 7 7 
19 G.L n R .L 

? 
6+9+12 6+9+12 

20 G.L n R -.L 9+15 9+15 9+15 
.L 

1 
21 G 9 9 9 9 
22 R .L 6 6 2 
23 (?-n z).L 4 4 4 

24 R .L1 3 3 3 
25 � 

Anzahl 25 24 22 12 

in Fällen (B), (D) qua sistabil. 
** im Fall (G) ortho stabil.
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39 38 

25 2(, 

Diagramm 5 (A) . v
377

(F, G) (der obere Teil des Diagrammes findet 

sich auf Seite 64) (Satz 3.5, Fall (A), S. 33; s. Tab. 3 (A), S. 68). 



64 

E 

5G 

55 

Diagramm 5 (A). Der obere Teil des Diagrammes 5 (A) (gleich der 

obere Teil des Diagrammes 5 (B)). 
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39 .38 

Diagramm 5 (B). v
342

(F, G) (der obere Teil des Diagrammes findet 

sich auf Seite 64) (Satz 3,5, ?all (B), S. 33; s. Tab. 3 (B), S. 63). 



66 

39 

Diagramm 5 (C). V
307

(F, G) (Satz 3,5, Fall (C), S. 33; s. Tab. 

3 ( C), S. 68). 
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38 

35 

25 2G 

Diagramm 5 (D). V
272

(F, G) (Satz 3.5, Fall (D), S. 33; s. Tab. 

3 ( D), S. 68). 



68 

Ta b ell e 3 (A) - 3 (D). Die irreduziblen Elemente in den Dia-

grammen 5 ( A) - 5 ( D) . 

(A) (B) (C) (D)

Nr. B BJ. BJ. BJ. BJ. 

D 56 56 56 56 

2 GnDil 56 56 56 56 

3 F ;'1 Dil 56 56 56 56 

4 Gn (F+Dil) qq qq qq qq 
5 F n (G + Dil) qq qq qq qq 
6 (F + G) n Dil 56 56 56 56 

7 Dil 56 56 56 56 

8 GnLil 
q q 

9 Fn� q q 

10 M 54 54 54 54 
11 L �3 53 53 53 
12 Miln Lil 55 55 55 55 

13 Mil 54 54 54 54 

14 Lil 53 53 53 53 
15 (T,+M)il 52 52 'j? 52 
16 N 51 51 51 51 
17 H 49 49 49 47 
18 K 50 50 50 46 
19 F 39 39 39 39 
20 G 38 38 38 38 
21 rr'--1- 49 49 23 
22 � 50 50 24 
23 p 47 47 47 47 
24 Q 46 46 46 46 
25 � 39 39 39 39 
26 _J.J_ 

38 38 38 38 lr 

27 (P + Q)
il 43 43 43 43 

28 Rn RJ. 42 42 42 42 
29 R 41 41 41 41 
30 GJ. n RJ. 34 34 34 34 
31 � n RJ. 

35 35 35 35 

Wird auf der nächsten Seite fortgesetzt. 
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(A) (B) (C) (D)

Nr. B B..L B..L B..L B..L 

32 G..L n ( y1 + R..L) qq qq qq qq 

33 y1 n (F
..L + R..L) qq qq qq qq 

34 G..L n PJ. 30 30 30 30 

35 y1 n Q..1. 31 31 31 31 

36 G..L n � 21+26 21+26 

37 y1 n !<" 22+25 22+25 

38 G..L 26 26 26 26 

39 F..L 25 25 25 25 

40 (yi + G..L) n RJ. 
qq qq qq qq 

41 R..L 29 29 29 29 

42 (R + RJ.) il 28 28 28 28 

43 PJ. n Q..L 27 27 27 27 

44 � n Q..L 21+24 21+24 21+24 

45 P..L n !<" 22+23 22+23 22+23 

46 Q
J. 24 24 24 24 

47 p..L 23 23 23 23 

48 �n I<" 21+22 21+22 

49 � 21 21 

50 !<" 22 22 

51 � 16 16 16 16 

52 11. n il 15 15 15 15 

53 L..L 14 14 14 14 

54 � 13 13 13 13 

55 (L
J. + �) il 12 12 12 12 

56 D..L 7 7 7 7 

Anzahl 56 52 49 49 



23 

Diagramm 6 (A). V
155

(F, G) (Satz 3.7, Fall (A), S. 37; s. Tab. 

4 ( A) , S. 72 ) . 
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30 

71 

Diagramm 6 (B). V13/F ,G) (Satz 3.7, Fall (B), S. 37; s. Tab.

4 ( B ) , S. 72 ) . 



72 

Ta b ell e 4 (A)-4 (B). Die irreduziblen Elemente ln den Dia-

grammen 6 (A) - 6 (B). 

(A) (B)

Nr. B BJ. BJ. 

D 29 29 

2 H 27 27 

3 K 28 28 

4 F 22 22 

5 G 23 23 

6 (H + K)il 27 27 

7 (F+K)il n (G+H)il 26 

8 R() (F+K)il 20+25 

9 Rn (G+H)il 21+25 31 

10 R () RJ. 13+25 13+25 

11 (F + K) li 20 20 

12 (G + H)il 21 21 

13 R 25 25 

14 1ln (F+R)il 13+16 13+16 

15 RJ. n ( G + R )li 13+17 13+17 

16 r () RJ. 13+14 13+14 

17 GJ. n RJ. 13+15 13+15 

18 r n ( GJ. + RJ.) qq qq 

19 GJ. n (r + RJ.) qq qq 

20 rn re1 11 q 

21 GJ. n � 12 12 

22 r 4 4 

23 G
J. 

5 5 

24 RJ. n (FJ. + (i) qq qq 
25 RJ. 13 13 

26 ( GJ. n � + r n re1) 7 7 

�·y HJ fl K L 6 G 

28 � 2 2 

29 re1 3 3 

30 DJ. 

31 (RJ. + GJ. n �)il 9 
32 r n (RJ. + GJ. n �)il 

q 

Anzahl 30 30 
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2.3 

22.. 

Diagramm 7. v
98

(F, G) (Satz 3.8, S. 39; s. Tab. 5, s. 74). 

73 



74 

Nr. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

Ta be 11 e 5. Die irreduziblen Elemente in Diagramm 7. 

B B.L 

G n v1-n G.L 23 

G n y1- q 

G n G.L 
q 

y1- n G.L 23 

F.L n (G + G.L ) qq 

G n (v1- + G.L ) qq 

G.L n ( G + F.L ) q 

v1- 20 

FnG q 

Gil n G.L 21 

rnG 8+13 

G 13 

G.L 16 
FnGil 8+13 

v1-1-n Gil 8+13 

Gil 13 
F n (Gil + G.L )il 8+10 
F 8 

r n ( Gil + G.L ) il 8+10 
r 8 
( Gil + G.L )il 10 
(F+G)il 4 
( G n v1- n G.L ).L 24 
( G n v1- n G.L )il 23 



L. Haa:pasalo 15 

18 19 

Diagramm 8. v
1 33

(F, G) (Satz 3.9, s. 40; s. Tab. 6, S. 16). 



Nr. 

2 

3 

4 

5 
6 

7 
8 

9 

10 
17 

1? 

13 

14 

15 
16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

Ta be 11 e 6. Die irreduziblen Elemente in Diagramm 8. 

B B.L 

F.L n G.L 23 

Fnr q 
G n G.L 

q 
rnr 22 

Gil n G.L 21 

r 19 

G.L 18 

FnG q 
rna 6+7 
FnG.L.L 6+7 

G ri (FH + J:o'.L ) H 4+7 

F n (Gil + G.L )il 5+6 

G 7 
F 6 

r n Gil 6+7 

Gil n (r+ r) il 4+7 

r n ( Gil + G.L )il 5+6 

Gil 
7 

r 6 

( r + r) il n ( Gil + G.L ) il 4+5 
( Gil + G.L )il 

(r+F.L )il 4 

(F+G) il 



L. Haapasalo

Diagramm 9. V 
24 

( F , G) ( s. S. 4 1 ) . 

.u. 
G-

.u.. 
(F+G:J 

Diagramm 10. V 
58 

( F , G) ( s. S. 41). 

TT 

F 



78 

2.4 

(0) 

Diagramm 11. V10/(F ,G) (Satz 3,11, S. 45; s. Tab. 7, S. 78-79),
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Diagramm 

78-79). 
12. 

1 < 
2& 2G '- 2 

/
:;. 

-45 

/)38

G, // 33 

// 
3� 

V II ..L
108 (F , G..L ) ( Satz 3. 11 ' s. 45. ' s • Tab. 7

79 

' s. 
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Ta b e 11 e 7. Die irreduziblen Elemente von V 216 in den Dia­

grammen 11 und 12. 

Nr. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 
10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

211 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

B 

FnGnH 

FnG 

FnH 

GnH 

(F+G)nH 

Fn (G+H) 

Gn (F+H) 

Fn (G+H).L.L 

Gn (F+H).L.L 

Hn(F+G).L.L 

G 

F 

H 

(F+H).L.L n (G+H).L.L n (F+G).L.L 

(F+H).L.L n (G+H).L.L 

(F + H).L.L n (F + G).L.L 

.L.L .L.L (F+G) n (G+H) 

( F + H ).L.L n ( ( F + G ).L.L + ( G + H ).L.L ) 

(G + H).L.L n ( (F + G).L.L + (F + H).L.L ) 

(F+G).L.L n ((F+H).L.L + (G+H).L.L ) 

(F+H).L.L 

(G+H).L.L 

(F+G).L.L 

(F+G+H).L.L 

�n G.L n � 
1 

F'°nG.,_ 

G.L n � 

F.L n � 

�n (�+ G.L ) 

�n (G.L + �) 

G.L n (F.L + �) 

Wird auf der nächsten Seite fortgesetzt. 

B.L 

48 

47 

46 

45 

qq 

qq 

qq 

27+37 

28+38 

26+36 

38 

37 

36 

35 

34 

33 

32 

qq 

qq 

qq 

28 

27 

26 

25 

24 

23 

22 

21 

qq 

qq 

qq 
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Nr. B BJ. 

32 y1- n ( GJ. + �)J.J. 4+12 

33 GJ. n (FJ. +�)J.J. 3+11 

34 � n ( y1- + GJ. )J.J. 2+13 

35 (�+�)J.J. n (�+Gl. )J.J. n (G_L +�)J.J. 2+3+4 

36 � 13 

37 y1- 12 

38 GJ. 11 

39 ( FJ. + � )J.J. n ( GJ. + �) J.J. 3+4 

40 (v1-+ �)J.J. n (v1-+ GJ. )J.J. 2+3 

41 (v1-+G.l )J.J. n (G.l +�) J.J. 2+4 

42 ( G.1 + �)J.J. n ( (p-1- + GJ. )J.J. + (FJ. + �)J.J. ) qq 

43 ( y1- + �)J.J. n ( ( r + GJ. )J.J. + ( GJ. + �)J.J. ) qq 

44 (FJ. +G.l )J.J. n ((FJ. +�)J.J. + (G.l +�)J.J. ) qq 

45 ( G.1 + � )J.J. 4 
46 (r + �)J.J. 3 
47 ( FJ. + G.l )J.J. 2 

48 ( FJ. 
+ G.1 + �)J.J. 
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25 

Diagramm 13. v233(F, G, H) (Satz 3.12, s. 46; s. Tab. 8, s. 83-84).
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Nr. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

21 

22 

23 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 

31 

32 

Ta be 11 e 8. Die irreduziblen Elemente in Diagramm 13. 

B B.L 

FnGnH 40 

l !'n H 37 

GnH 36 

FnG 39 

Fn (G+H) qq 

Gn(F+H) qq 

Fn (G+H)il 19+26 

Gn(F+H)il 20+25 

Fnr 11+26 

G n G.L 12+25 

F 26 

G 25 

Hn (F+G) qq 

Hn (F+G) il 18+29 

Hn� 16+29 

H 29 

rn G.L n � 11+12+16 

rn G.L 11+12+14 

G.L n � 7+12+16 

rn� 8+11+16 

G.L n (r+ �) qq 

rn (G.L + �) qq 

G.L n (r + �)il 2+12 

rn (G.L + �)il 3+11 

G.L 12 

r 11 

� n (F.L + G.L ) qq 

� n (F.L + G.L )il 4+16 

� 16 

(F.L +G.L )il n (r+�)il n (G.L +�)il 2+3+4 

(F.L +�) il n (G.L +�)il 2+3 

( G.L + �) il n ( F.L + G.L ) il 3+4 

Wird auf der nächsten Seite fortgesetzt. 
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Nr. B B.L 

33 ( r + G.L).L.L 
n ( F.L + rr1-)il 2+4 

34 ( G.L + rr1).L.L 
n (( r + G.L ).L.L + ( F.L + rr1).L.L) qq 

35 ( r + rr1).L.L 
n (( r + G.L).L.L + ( G.L + rr1).L.L) qq 

36 ( G.L + rr1 ).L.L 3 

31 (v1- 1 rr1).L.L 2 

38 (r + G.L).L.L 
n ( (F.L + rr1-)il + ( G.L + rr1).L.L) qq 

39 (r + G.L).L.L 4 

40 ( r + G.L + rr1).L.L 
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E 

(o; 

Diagramm 14. Der Brandsehe Verband v
100

(F, G) , orthostabil. 
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